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Streszczenie

Praca zawiera opracowanie, analiz¢ teoretyczna, identyfikacj¢ oraz weryfikacj¢ doswiad-
czalng dla nowych, zaproponowanych przez autorke modeli niecatkowitego rz¢du dla procesow
przewodnictwa cieplnego. Poréwnano cztery modele ciagle zdefiniowane w przestrzeni stanu:
pierwszy klasyczny, rzgdu catkowitego oraz trzy nowe modele niecatkowitego rzgdu. Wyniki
przeprowadzonych ekperymentéw wskazaty, iz najlepszym modelem pod wzglgdem minima-
lizacji funkcji kosztu MSE, jest model o niecatkowitym rzedzie zaréwno wzdtuz dtugosci, jak
1 czasu. Nastgpnie przedstawiono nowa, efektywna obliczeniowo dyskretng metodg¢ rozwia-
zywania réwnan niecatkowitego rzedu, bazujaca na aproksymacji CFE. Zaproponowano row-
niez dyskretne modele w przestrzeni stanu wykorzystujace aproksymacje dyskretne FOBD oraz
CFE. Opracowano i zweryfikowano do§wiadczalnie nowe modele transmitancyjne niecatkowi-
tego rzedu w postaci hybrydowych transmitancji ciagtych 1 dyskretnych.

W ostatniej czgsci pracy dokonano implementacji na sterowniku PLC podstawowego ele-
mentu utamkowego rzgdu z uzyciem dyskretnych aproksymacji FOBD i CFE. Badania testowe
dyskretnych implementacji PLC podstawowego operatora utamkowego wykazatly, ze moze on
by¢ zaimplementowany na platformie PLC ze spetnieniem wymagan dotyczacych zar6wno do-

ktadnosci, jak i wymagan czasu rzeczywistego.
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Abstract

The dissertation includes development, theoretical analysis, identification and experimental
verification of new, proposed by the author, models of fractional order of heat transfer pro-
cesses. Four continuous models defined in the state space were compared: the first classical
model, of integer order, and three new models of fractional order. The results of the conducted
experiments indicated that the best model in terms of minimizing the MSE cost function is the
model with incomplete order both along length and time. Next, a new computationally efficient
discrete method for solving fractional order equations based on the CFE approximation is pre-
sented. Discrete state-space models using discrete FOBD and CFE approximations have also
been proposed. New fractional order transfer function models in the form of hybrid continuous
and discrete transfer functions were implementation and experimentally verified.

In the last part of the work, the basic fractional order element was implemented on the PLC
using discrete FOBD and CFE approximations. Test studies of discrete PLC implementations of
the basic fractional operator have shown that it can be implemented on a PLC platform meeting

both accuracy and real-time requirements.
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Uwagi wstepne

Teoria réwnan rézniczkowych niecatkowitego rzgdu zostata wprowadzona przez matema-
tykéw XVII wieku (Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Guillaume de I’Hospital (1661-
1704), Isaac Newton (1643-1727), Leonhard Euler (1707-1783) czy Pierre Simon de Laplace
(1749-1827), ale jej zastosowanie byto éwczesnie nieznane. Od tego czasu rachunek réznicz-
kowy rzedu utamkowego byl przedmiotem rozwazan teoretycznych wielu pokolen matematy-
kow.

Dalsza ewolucja teorii i zastosowan nastagpita dopiero w XIX i XX wieku. Joseph Liouville,
Georg Wilhelm Griinwald, Ilia Letnikov, Bernhard Riemann oraz Michele Caputo pod koniec
XIX wieku stworzyli podstawy rachunku rézniczkowego utamkowego (niecatkowitego) rzedu.

W XX wieku zauwazono, iz wiele zjawisk fizycznych mozna lepiej opisaé uzywajac ra-
chunku rézniczkowego utamkowego rzedu. Dodatkowo bardzo szybki rozwdj technik kompu-
terowych spowodowal, ze pojawilo si¢ coraz wigcej praktycznych zastosowan. Rachunek réz-
niczkowy rz¢du utamkowego moze by¢ traktowany jako uogolnienie pojec calki i rézniczki w

klasycznym rachunku catkowym i rézniczkowym.

Modelowanie proceséw i zjawisk trudnych do opisania za pomoca innych struktur mate-
matycznych jest jednym z gléwnych obszaréw zastosowan rachunku niecatkowitego rzedu.
Obecnie znane sg szerokie zastosowania rachunku niecatkowitego rzgdu, m.in. - w automatyce:
modelowanie procesOw o trudnej do zdefiniowania dynamice (wymienniki ciepta, masy, dy-
fuzja, superkondensatory, zachowanie si¢ polimeréw, ruchy Browna, modelowanie fraktalne),
regulatory niecatkowitego rzedu (FOPI*D*) - [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10],
[11],[12], [13],[14] . Analizg problemu dyfuzji anomalnej z wykorzystaniem podej$cia utamko-
wego rzedu i teorii pétgrup przedstawit np. [15]. Zastosowanie réwnan rézniczkowych niecat-

kowitego rzgdu moze by¢ interpretowane jako uogélnienie znanych modeli catkowitego rzedu.

Powszechnie wiadomo, ze procesy wymiany ciepta mozna réwniez modelowac z wykorzy-
staniem podejScia niecatkowitego rzgdu. Problemem tym zajmowali si¢ m.in. [16], [8], [17].
Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie znane modele maja postaé transmitancji lub rownania r6znicz-

kowego czastkowego. Model przestrzeni stanéw niecatkowitego rzedu dla procesu wymiany
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ciepta nie zostal jeszcze przedstawiony. W niniejszej rozprawie przedstawiono propozycj¢ no-
wego, przestrzennego modelu procesu wymiany ciepta w osSrodku jednowymiarowym. Idea tego
modelu opiera si¢ bezposrednio na modelu pétgrupowym dla jednowymiarowego problemu wy-

miany ciepta.

Tezy i zadania naukowe zrealizowane w pracy
Tezy rozwazanej rozprawy mozna zdefiniowac nastgpujaco:

1. Jest mozliwe podanie doktadnego opisu procesu przewodnictwa cieplnego w postaci cia-
glego w czasie, nieskoficzenie wymiarowego réwnania stanu niecatkowitego rzgdu. Mo-
del taki spetnia zatozenie o dekompozycji widma i jego skonczenie wymiarowa aprok-
symacja moze by¢ uzyta do modelowania procesu cieplnego z uzyciem np. srodowiska
Matlab.

2. Poprawny opis procesu cieplnego moze by¢ takze dokonany z uzyciem modeli zastgp-
czych w postaci transmitancji hybrydowych, zawierajacych zaréwno czgs$¢ catkowitego

rzgdu, jak i czgs$¢ rzedu utamkowego.

3. W przypadku rozwazanej klasy systeméw rozwazane modele ciagle w czasie moga zostac
przeksztatcone do postaci modeli dyskretnych o ztozono$ci obliczeniowej umozliwiajacej
ich implementacj¢ na platformie typowego sterownika przemystowego, np. sterownika
PLC z uzyciem znormalizowanych narzg¢dzi programistycznych opisanych przez standard
61131.3.

Celem realizacji zdefiniowanych tez rozprawy zaplanowano wykonanie nastgpujacych za-

dan naukowych:

1. Opracowanie, analiza teoretyczna i weryfikacja doSwiadczalna ciagtych modeli niecal-
kowitego rzgdu w przestrzeni stanu opisujacych rozwazany proces przewodnictwa ciepl-
nego. Modele te powinny bazowac¢ na dobrze znanych wynikach i by¢ ich uogdlnieniem

niecatkowitego rzedu.

2. Opracowanie nowej, efektywnej obliczeniowo dyskretnej metody rozwigzywania rOwnan

stanu niecatkowitego rzedu, bazujacej na aproksymacji CFE.

3. Opracowanie, analiza teoretyczna i weryfikacja do§wiadczalna modeli dyskretnych w

przestrzeni stanu, wykorzystujacych aproksymacje dyskretne: FOBD i CFE.

E. Gawin Zastosowanie rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu w modelowaniu cyfrowym
procesow przewodnictwa cieplnego
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4. Opracowanie 1 weryfikacja do§wiadczalna nowych modeli transmitancyjnych niecatko-
witego rzgdu dla rozwazanego procesu przewodnictwa cieplnego. Modele te maja mieé
postaé¢ hybrydowych (zawierajacych czg$¢ catkowitego i niecatkowitego rzedu) transmi-

tancji ciagtych i dyskretnych.

5. Implementacja na sterowniku PLC podstawowego elementu utamkowego z uzyciem
aproksymacji FOBD i1 CFE oraz testy doktadnosci 1 szybkoSci dziatania tych aproksy-

macji.

ZawartoS$¢ pracy

Praca sktada si¢ z czterech zasadnicznych rozdziatow, wstepu, podsumowania oraz trzech
dodatkow.

W uwagach wstgpnych zostal podany rys historyczny oraz przyktady obecnych zastosowan
rachunku niecatkowitego rzgdu w automatyce - modelowanie proceséw o trudnej do zdefinio-
wania dynamice czy tez regulatory niecatkowitego rzedu.

Rozdziat pierwszy zawiera podstawowe pojecia 1 definicje z zakresu rachunku rézniczko-
wego niecatkowitego rzedu: funkcja Gamma oraz jedno i dwuargumentowa funkcja Mittag-
Lefflera, operator rézniczko-calki po czasie wg definicji GL, RL i C, operator rézniczko-catki
po dlugosci wg Riesza, dyskretna pochodna utamkowa po czasie, operatory Caputo-Fabrizio,
Atangana-Baleanu-Caputo, Atangana-Baleanu-Riemanna, transmitancja niecatkowitego rzedu,
roOwnanie stanu niecatkowitego rzedu i jego rozwiazanie. Zostaly tu tez podane i oméwione
aproksymacje podstawowych elementéw niecatkowitego rzgdu: ciaglte Oustaloupa (ORA) i
Charefa oraz dyskretne PSE 1 CFE.

W rozdziale drugim oméwiono konstrukcje obiektu do§wiadczalnego oraz jego znany mo-
del pétgrupowy catkowitego rzedu. Zostalo podane klasyczne réwnanie rézniczkowe procesu
przewodnictwa cieplnego w osrodku jednowymiarowym i jego modele doktadne i zastgpcze
catkowitego rzgdu: modele zastgpcze Kupfmuellera oraz Strejca w postaci transmitancji, row-
nanie rézniczkowe cieptoprzewodnictwa oraz jego zapis w postaci rOwnania stanu w przestrzeni
Hilberta z modelem pétgrupowym.

W kolejnym rozdziale podano i oméwiono proponowane modele niecatkowitego rzedu i
ich elementarne wtasnos$ci. Sa to modele niecatkowitego rzgdu ciagle w czasie zdefiniowane
w przestrzeni stanu, bedace uogdlnieniem modelu pétgrupowego catkowitego rzedu, oraz mo-
dele zastgpcze w postaci transmitancji hybrydowej niecatkowitego rzgdu. Przeprowadzono ana-
lize podstawowych wtasnosci modeli czgSciowo niecatkowitego rz¢du oraz podano rozwiazania

rOwnania stanu dla tych modeli. Podane zostaty takze modele niecatkowitego rzgdu dyskretne

E. Gawin Zastosowanie rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu w modelowaniu cyfrowym
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w czasie, dla ktérych zbadano optymalny rzad oraz okres prébkowania. Zostaly podane wa-
runki konieczne i wystarczajace praktycznej stabilnosci uktadu dyskretnego. Podane sa tu réw-
niez skoficzenie wymiarowe aproksymacje ciagte i dyskretne modeli niecatkowitego rzedu. W
tym rozdziale przestawiono poréwnanie doktadnoSci oraz zbieznoSci wszystkich rozwazanych
modeli oraz przeprowadzono identyfikacj¢ parametréw badanych modeli catkowitego oraz nie-
catkowitego rzedu.

W ostatnim rozdziale zaproponowane modele sa weryfikowane z wykorzystaniem wyni-
kow eksperymentow na platformie sprzgtowo-programowej sterownika PLC. Podano konstruk-
cje uktadéw eksperymentalnych na platformie PLC wykorzystujace rodzing SIEMENS S7
(PLC SIEMENS SIMATIC S7 1200 oraz PLC SIEMENS SIMATIC S7 1500). Implementacja
aproksymacji omawianych modeli dyskretnych na platformie sterownika PLC zostata wyko-
nana zgodnie z podejsciem obiektowym zalecanym w normie 61131.3. Zostata przeprowadzona
optymalizacja rzg¢du i identyfikacja parametréw rozwazanych modeli w przestrzeni stanu z wy-
korzystaniem funkcji kosztu MSE. Przeprowadzono testy doktadnosci, szybkosci dzialania oraz
spelnienia wymagan czasu rzeczywistego w implementacji na platformie PLC.

Wszystkie podane modele niecatkowitego rzgdu dla proceséw przewodnictwa cieplnego
mozna zastosowac do zaimplementowania na platformie PLC. W szczegdlnosci mozna je uzy¢
do:

1. sterowania bazujacego na modelowaniu (Model Based Control) - przedstawione w [18],

2. sterowania bazujacego na modelu diagnostycznym uszkodzen (Model Based Fault Detec-
tion - MBFD).

Badania, ktérych wyniki przedstawiono w niniejszej rozprawie, autorka niniejszej roz-
prawy, wraz ze wspotautorami opublikowata w pracach: [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25],
[261,127], [28], [29],[301,[31], [32],[33],[34].
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1. Preliminaria

1.1. Podstawowe pojecia i definicje

Zestaw podstawowych pojec€ 1 definicji rozpoczniemy od przypomnienia definicji funkcji
Gamma Eulera (np. [35]):

Definicja 1. Funkcja Gamma Eulera (kompletna)

o0

['(x) = /tx_le_tdt dla x€Z (1.1)

0

Rys. 1.1. Funkcja Gamma Eulera

Przebieg kompletnej funkcji Gamma jest pokazany na Rys. 1.1. Funkcja Gamma Eulera

rozszerza pojecie silni na zbidr liczb rzeczywistych i zespolonych:

F(z+1)=2l(2) (1.2)
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Istnieja takze niekompletne funkcje Gamma Eulera zdefiniowane jak ponizej:

Definicja 2. Funkcje Gamma Eulera (niekompletne)

v(z,7) :/ “le7ldt dla v €Z
° (1.3)
D(x,7) = /tx_le_tdt dla xecZ
Oczywiscie
Y(z,7) + [z, 7) = I'(x). (1.4)

Nastgpnie zostanie wprowadzona funkcja Mittag-Lefflera. Jest to uogdlnienie niecatkowi-
tego rzedu funkcji e* i odgrywa kluczowa role w rozwiazaniu réwnan stanu niecatkowitego

rzgdu. Jednoparametrowa funkcja Mittag-Lefflera zdefiniowana jest jako:

Definicja 3. Jednoparametrowa funkcja Mittag-Lefflera

=X s D L5

k=0

Przyktadowy przebieg funkcji F, (x) pokazany jest na Rys. 1.2 (dla a < 1) oraz na Rys. 1.3
(dlaa > 1).

Dwuparametrowa funkcja Mittag-Lefflera okreslona jest nastgpujaco:

Definicja 4. Dwuparametrowa funkcja Mittag-Lefflera

=X T h) =

k=0

Dla f = 1 dwuparametrowa funkcja (1.6) sprowadza si¢ do jednoparametrowej funkcji
(1.5).
Teraz zdefiniujemy operator rézniczko-catki niecatkowitego rzedu. Wyraza si¢ on w naste-

pujacy sposob (patrz np. [12]):
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Rys. 1.3. Jednoparametrowa funkcja Mittag-Lefflera (dla o > 1)
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Definicja 5. Operator rozniczko-catki niecatkowitego rzedu po czasie

d*f(t)
dte

,a >0

Dift)y=q1 a=0 : (1.7)

t

J fr)dr)™ ,a<0

a

gdzie a oraz t oznaczajq granice czasowe do obliczenia operatora (obliczenia sq dla przedziatu,

a nie w punkcie), o € R niecatkowity rzaqd operatora. Czesto przyjmujemy a = 0.

Operator rézniczkowo-catkowy utamkowego rzgdu moze by¢ opisany przez rézne definicje.
Najczesciej sa stosowane trzy definicje podane przez: Griinwalda i Letnikova (GL), Riemanna
1 Liouville’a (RL) oraz Caputo (C). Wszystkie te definicje podano ponizej. Przy pewnych do-

datkowych zalozeniach definicje te sa rOwnowazne.

Definicja 6. Definicja Griinwalda-Letnikova operatora utamkowego rzedu (zobacz [6],[36])

7] N

SLpef(t) = limh™® (—1)9( ,)f(t — jh) (1.8)
h—0 i

Jj=0

S

gdzie [%] oznacza czeS¢ catkowitq z wyraZenia.

We wzorze (1.8) (a) jest uogdlnienieniem symbolu Newtona na zbidr liczb rzeczywistych:

J
o L, J=0
<j) - { a(afl).,.(afjJrl)’ >0 (1.9)

3!

Definicja 7. Definicja Riemanna-Liouville’a operatora utamkowego rzedu

1 ay

—F(N ) iy /(t — )Nl (D) dr (1.10)

0

o Dif(t) =
gdzie N — 1 < a < N opisuje operator niecatkowitego rzedu, 1’ jest zespolonq kompletng
funkcjq Gamma Eulera zdefiniowanq przez (1.1).

Definicja Caputo jest opisana jak ponizej:
Definicja 8. Definicja Caputo operatora utamkowego rzedu (zobacz [37])

PN S A LG
“Cth(t)_F(N—a)/(t—T)aH—NdT (1.11)
0
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Pomigdzy powyzszymi definicjami istnieje nastgpujacy zwiazek (zobacz [4]):

Niech o« < 0, = [«] oraz funkcja f jest n razy rézniczkowalna na przedziale [a, b, wtedy

DR f(t) = Tuoa(foa)(t) +¢ DEF() =4 DR (1)

gdzie T,,_1(f, a)(t) oznacza rozwinigcie funkcji f w wielomian Taylora stopnia n— 1 w punkcie

a.

-3 L] L] ] 1 1 1 L] ] 1
e =1 1
== =g=0.3
------- a=0.5
s e =), T
w— = G
2 L -
1.5 "
s s
14 16 18 20

Rys. 1.4. Wykres operatora rézniczki niecatkowitego rzedu (GL) po czasie dla
funkcji statej (o« = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9)

Przykladowy wykres operatora rézniczki niecatkowitego rzedu (GL) po czasie dla funkcji

stalej podany jest na Rys. 1.4 (dla aw < 1) oraz na Rys. 1.5 (dla o > 1).

Dla operatoréw RL oraz C transformata Laplace’a zdefiniowana jest jako (zobacz [12]):

Definicja 9. Transformata Laplace’a dla operatora Riemann - Liouville’a

L{GE D f(t)}(s) = s*F(s), a <0
LEEDY (1)} (s) = s"F(s) = Y s*Dp " £(0), (1.12)

a>0, n—1<a<neN
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50 —
' —y=].2

40 ' - g=15] -
H e =1 8

a0l % vmimigg=32 7|
' — =2 5

Rys. 1.5. Wykres operatora rézniczki niecatkowitego rzedu (GL) po czasie dla
funkcji statej (« = 1.2,1.5,1.8,2.2,2.5)

Definicja 10. Transformata Laplace’a dla operatora Caputo

LD f()}(s) = s*F(s), a<0

LLTDEF(D)}(s) = s*F(s) = > s** 14Dy £(0), (1.13)

k=0

a>0, n—1<a<neN

Konsekwentnie, odwrotna transformata Laplace’a dla operatoréw niecatkowitego rzedu

dana jest nastgpujaco (zobacz np. [35]):

i
L

tk—l

F®(01)

L7Ys*F(s)} =0 DY f(t) + Th—atl) (1.14)

e
Il

0
n—1l<a<n, neZ

Dla elementu s* za pomoca wzoru (1.14) postaé analityczna odpowiedzi skokowej wyra-
zona jest jak ponizej:
t—OL

o) (1.15)

yan<t> =
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Powyzszy analityczny wzor odpowiedzi skokowej (1.15) bedzie interpretowany jako wzo-
rzec do oszacowania doktadnosci testowanych implementacji PLC.

W ostatnich latach pojawily si¢ tez inne definicje operatoréw niecatkowitego rzedu, jak np.
operatory Caputo-Fabrizio (CF) ([38]) czy tez Atangana-Baleanu (AB) ([39]).

Operator Caputo-Fabrizio zostal podany po raz pierwszy w [38], nastgpnie zostat takze omo-

wiony w [40]. Operator wynika ze wzoru (1.11).

Definicja 11. Definicja Caputo-Fabrizio operatora utamkowego rzedu

t—T)d

) T (1.16)

6" Dy f(1)

gdzie M, (0) = M, (1) = 1 jest funkcjq normujqcq.

Dla operatora Caputo-Fabrizio mozna réwniez poda¢ transformatg Laplace’a (zobacz np.

[38]). Dla 0 < av < 1 przyjmuje postaé:

Definicja 12. Transformata Laplace’a dla operatora Caputo-Fabrizio

sL(f(t) — f(0))
s+a(l—s) (1.17)

LETDI()}(s) =

Operator Atangana-Baleanu zostal podany w [39], nastepnie zostat takze oméwiony w [41],
oraz [42]. Operator Atangana-Baleanu pochodnej rzedu utamkowego uzyskuje si¢ przez zasta-
pienie jadra wyktadniczego w operatorze Caputo-Fabrizio (CF) przez jadro Mittaga-Lefflera.
Operator AB zdefiniowany jest za pomoca definicji C lub RL pochodnej rzgdu utamkowego.
Korzystajac z tych definicji otrzymujemy odpowiednio operator Atangana-Baleanu-Caputo
(ABC) lub Atangana-Baleanu-Riemanna (ABR):

Definicja 13. Definicja Atangana-Baleanu-Caputo operatora utamkowego rzedu

ABC pa (1) = M, /f N il A (1.18)

11—«

gdzie E,(...) jest jednoparametrowq funkcjq Mittag-Lefflera, M, jest funkcjq normujqcq
rownq:
My=1-o+—
o = —_ a{ —_—
I(a)

oraz I'(...) jest funkcja Gamma Eulera (1.1).
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Definicja 14. Definicja Atangana-Baleanu-Riemann operatora utamkowego rzedu

(t — )"
11—«

APEDYf(t) = Ma% / f(z)Eo(—a )da (1.19)

gdzie E,(...) jest jednoparametrowq funkcjq Mittag-Lefflera, M, jest funkcjq normujqcq
rowng:
@
M,=1- —_—
“ )
oraz I'(...) jest funkcjq Gamma Eulera (1.1).
Transformaty Laplace’a dla pochodnych ABC 1 ABR sa nastgpujace:

Definicja 15. Transformata Laplace’a dla operatora Atangana-Baleanu-Caputo

Mo s*{f(t)}(s) — s*~'£(0)

L ABCDa t — )
{a tf( )}(S) 1_@ Sa_{_% (1 20)
Definicja 16. Transformata Laplace’a dla operatora Atangana-Baleanu-Riemanna
M, s*{f(t
LD () (5) = e SN (121

1 a oo
l—a s*+ =

Dla homogenicznego warunku poczatkowego: f(0) = 0 obie transformaty Laplace’a sa
rowne:

LD ()}(s) = LLPEDEF(6)}H(s). (1.22)

Przejdziemy do przypomnienia definicji pochodnej Riesza. Pochodna przestrzenna niecat-

kowitego rzgdu podana przez Riesza ma nastgpujaca postac (patrz np. [43]):

Definicja 17. Definicja pochodnej przestrzennej Riesza niecatkowitego rzedu

70(x,t)

o =~y (0D +: D]) Oz 1) (1.23)

gdzie:
1

d = —
7 2cos()’

dla v+# 1 (1.24)
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W (1.23) oD} oraz x D] oznaczajq pochodne lewo- i prawo- stronne Riemanna-Liouville

zdefiniowane nastegpujqco:

10 [T e t)d

oDz = I'2-a) ﬁx/o (z — &)1 (1.25)
B 1 o [t O

D= Ty ), T 1

W (1.25) oraz (1.26) I'(..) oznacza funkcje Gamma wprowadzong wzorem (1.1).

1.2. Modele systemow dynamicznych: transmitancja i row-

nanie stanu niecatkowitego rzedu

Transmitancja stosujaca przeksztalcenie Laplace’a: G(s) = [ g(t)e *'dt jest bardzo uzy-
0

tecznym modelem wielu systemow dynamicznych. W przypadku uktadéw utamkowych trans-
mitancja ta jest funkcja zmiennej zespolonej s gdzie a € R. Uzytecznos$¢ tego modelu w
Matlabie jest okreSlona przez mozliwos¢ jego modelowania z wykorzystaniem skoiczenie wy-
miarowych aproksymacji rzgdu catkowitego.

Idea transmitancji systemu niecatkowitego rzedu jest analogiczna do idei transmitancji dla

systemOw dynamicznych catkowitego rzgdu.

Ukiad
- dynamiczny y(®)

Rys. 1.6. System dynamiczny utamkowego rzedu, gdzie u(t) - wejscie systemu,

y(t) - wyjscie systemu

Rozwazmy uktad dynamiczny pokazany na rysunku 1.6. Liniowe réwnanie rézniczkowe
utamkowego rzedu opisujace zalezno$¢ pomigdzy wejsciem i wyjSciem tego uktadu ma naste-

pujaca postac:

an D y(t) + ... + ay Dy (t) + agD*y(t) = by, D u(t) + ... + by D" u(t) + by D™ ul(t)
(1.27)
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gdzie a,, ..., ag, Bm, ., fo - ulamkowe rzgdy pochodnej, a,, ..., ag, by, ..., by - wspétczynniki
roéwnan rézniczkowych.

Niech U(s) i Y (s) beda transformatami Laplace’a sygnatéw wejsciowych i wyjsciowych, a
wszystkie warunki poczatkowe beda réwne zero. Wtedy transmitancj¢ utamkowego rzgdu po-

wyzszego systemu mozna wyrazi¢ analogicznie, jak w przypadku systemu catkowitego rzgdu:

G(s) = (1.28)

gdzie Y(s) = L(y(t)) oraz U(s) = L(u(t)).
Utamkowa transmitancja ma postac:
Bm B1 Bo
G(S) _ bms + ...+ b15 + boS (129)

apnSm 4+ ... + 418 + ags™o

przy zatozeniu zerowych warunkéw poczatkowych.

Liniowe, stacjonarne réwnanie stanu dla ukladu liniowego utamkowego rzgdu ma postaé
(zobacz [44],[45],[46]):

t
dt> (1.30)

gdzie z(t) € RY jest wektorem stanu, u(t) € R jest wektorem sterowania, a y(t) € RF jest
wektorem wyjscia, 0 < a < 1 jest utamkowym rzgdem réwnania stanu.

Podany zostal przypadek réwnania z tym samym rzedem utamkowym dla wszystkich
zmiennych stanu. Mozna réwniez rozwaza¢ réwnania, gdzie rzgdy utamkowe poszczegdlnych
roéwnan "sktadowych", sa rézne.

Jezeli operator utamkowego rzgdu jest opisany przy uzyciu definicji Caputo (1.11), to wtedy

rozwigzanie liniowego réwnania stanu (1.30) przyjmuje postac (zobacz [35]):

t

x(t) = Po(t)zo + /CID(t — 7)Bu(T)dr (1.31)
0
gdzie:
N > Aktka
Bo(t) = B (At) ’; Tlha 11 (1.32)
Akt(k+1)a71
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1.3. Aproksymacje ciagle i dyskretne operatorow niecatko-
witego rzedu

Aproksymacje catkowitego rzedu uktadéw utamkowych zostaty przedstawione przez wielu
autorow, na przyktad: [47], [48], [49], [SO]. Modelowanie transmitancji utamkowego rzgdu w
Srodowisku Matlab / Simulink wymaga zastosowania modelu skoficzenie wymiarowego catko-
witego rzgdu. W niniejszej pracy zostang przedstawione aproksymacje zaproponowane przez
Oustaloupa i Charefa, aproksymujace oba obiekty elementarne opisane przez transmitancje s i
m. Obie aproksymacje sa bardzo podobne i ich ogélny zamyst polega na dopasowaniu wy-
kresu Bodego modutu amplitudy aproksymacji do wykresu Bodego modutu amplitudy aprok-
symowanej transmitancji. Dla obiektu o rozwazanych transmitancjach s* i ﬁ mozliwe jest
wyznaczenie doktadnej charakterystyki czgstotliwoSciowej przy uzyciu znanych metod.

1.3.1. Aproksymacja Oustaloupa (ORA)

Aproksymacja Oustaloupa (zobacz np. [51], [52], [53]) dedykowana jest do modelowania

elementarnych transmitancji utamkowego rzgdu w postaci:
G(s) = s (1.34)

gdzie oy € R.

Aproksymacja Oustaloupa transmitancji (1.34) jest zdefiniowana nastgpujaco:

=
—
_l’_

7l

@
Q
2
|

3

I

(1.35)

—=
+
Jeo

Un

3
Il
—_

W (1.35) M oznacza rzad aproksymacji, ;1 ¥ oznacza odpowiednio zera i bieguny aproksyma-

cji, ktére mozna obliczy¢ nastgpujaco:

NG, (1.36)
Up =Wy n=1..,M (1.37)
i1 =y n=1,..M-—-1 (1.38)
gdzie:
7= (22 (139)
Wi
= (S (1.40)
Wi
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W (1.39) 1 (1.40) w; 1 wy, oznacza zakres pulsacji, dla ktérych aproksymacja jest zdefiniowana.

Jezeli zachodzi koniecznoS¢ zapewnienia zbieznoSci odpowiedzi skokowej aproksymacji
z odpowiedzia skokowa rzeczywistego obiektu w stanie ustalonym, to dodatkowo we wzorze

(1.35) musi pojawi¢ si¢ wzmocnienie &y obliczane jako dodatkowy opcjonalny parametr:

—=
o
+

tlm

3
Il
—

Gost = ky (1.41)

—=
+
5 |

N
I
—

1.3.2. Aproksymacja Charefa

Aproksymacja Charefa (zobacz [47]) dedykowana jest do modelowania elementarnych

transmitancji utamkowego rzgdu opisanych przez element inercyjny:

1

(Tys + 1)02 (142

G(s) =

gdzie T" oznacza stala czasowq obiektu, 0 < oy < 1 oznacza utamkowy rzad obiektu.

Zauwazmy, ze obie podstawowe transmitancje podane powyzej (poprzez wzory (1.34) oraz
(1.42)) mozna zastosowaé do opisania znacznie bardziej skomplikowanych obiektéw. Dodat-
kowo bardzo interesujacy model mozna zbudowaé jako kombinacj¢ transmitancji catkowitego
1 utamkowego rzedu. Modele takie zaproponowane i opracowane przy wspoétudziale autorki sa

omoéwione w dalszej czgsci pracy.

Aproksymacja zaproponowana przez Charefa pozwala nam na przyblizenie obiektu inercyj-

nego utamkowego rzedu rozwazanego w niniejszej pracy (wzor (1.42)).

Aproksymacja Charefa transmitancji (1.42) jest zdefiniowana nastgpujaco:

=
o
_l’_

2w

i
[e)

() = 50—

N
Q
=
IS

(1.43)

=
o
_l’_

3w

@
i
o

gdzie z; oraz p; oznaczaja odpowiednio zera i bieguny aproksymacji, N oznacza rzad aproksy-
macji. Aproksymowana transmitancja jest bardzo podobna do (1.35).
Zatozeniem tej aproksymacji jest jak najlepiej wpasowaé wykres charakterystyk Bodego

aproksymacji do wykresu charakterystyk Bodego modelu w danym pasmie czgstotliwosci. Zera
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1 bieguny s obliczane przy uzyciu nastgpujacych zaleznosSci rekursywnych:

1
- — 1.44
P=7 (1.44)
o = pVb (1.45)
pi = po(ab)’ i=1,..,N (1.46)
2 = apo(ab)’ i=1,...,N (1.47)
gdzie:
0 = 1070 (1.48)
b= 10T (1.49)

W (1.48) i (1.49) A oznacza maksymalny btad dopuszczalny aproksymacji Charefa, zdefinio-
wany jako réznica migdzy modulem charakterystyki czgstotliwoSciowej modelu i obiektu, wy-

razony w [dB].

1.3.3. Aproksymacja PSE

Dyskretna aproksymacja PSE (Power Series Expansion) wynika bezposrednio z definicji
Griinwalda-Letnikova (wzér (1.8)).

Jej dyskretna wersja nazywa si¢ Fractional Order Backward Difference (FOBD) dla o > 0
i analogicznie Fractional Order Backward SUM (FOBS) dla o < 0:

Definicja 18. Dyskretna pochodna utamkowa po czasie

(A%2)(t) = % Z(—ml(ol‘)x(t —1n). (1.50)

=0

Oznaczmy wspétezynnik (—1)!() przez d;:

dy = (—1)5(?). (1.51)

Wspétczynnik (1.51) mozna réwniez obliczy¢ za pomoca nastepujacej, rOwnowaznej formuty

rekurencyjnej (patrz np. [6]), przydatnej podczas obliczen numerycznych:

dy=1

1 (1.52)
dy = (1 - J;O‘> dy, 1=1,..L.

W rzeczywistosci obliczenie sumy (1.50) jest mozliwe tylko dla skoriczonych wartosci /.

Maksymalna warto$¢ [ jest znana jako "dlugo$¢ pamigci" L, a skoficzona aproksymacja (1.50)

przyjmuje nastgpujaca postac:
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Definicja 19. Roéznica wsteczna utamkowego rzedu

L
(A2)(1) = hia S dat — 1h). (1.53)
=0

W (1.53) L oznacza dtugos¢ pamigci konieczna do poprawnej aproksymacji operatora nie-
catkowitego rzedu. Niestety dobra zgodnos¢ przyblizenia PSE wymaga uzycia dlugiej pamigci
L co moze utrudnia¢ cyfrowa implementacje.

FOBD (1.53) mozna réwniez wyrazi¢ jako dyskretny filtr FIR zawierajacy wylacznie zera:

L
(A%z)(t) = h—la > i (1.54)
=0

Odpowiedz czasowa na dyskretne wej$cie u™(¢) ma postac:

L
1

bsp(k) = — > dt (k — 1). 1.

Ypsp(k) he 2 diu™ (k —1) (1.55)

gdzie Y5 (k) jest wyjsciem w k -tym kroku, ut (k — 1) oznacza sygnaty wejsciowe w k — [ -
tym momencie czasu, d; sa wspotczynnikami aproksymacji PSE, wyznaczonymi przez (1.52).

Implementacja aproksymacji FOBD na sterowniku PLC jest to klasyczna 1 intuicyjna me-
toda cyfrowego modelowania elementéw FO, poniewaz wynika bezposrednio z definicji GL
operatora FO. Z drugiej strony gtéwnym problemem podczas jego cyfrowej implementacji jest
,,dlugos¢ pamigci” niezbgdna do zachowania rozsadnej doktadnosci. Wyraza si¢ ona dlugoscia
tablicy statycznej uzytej do zapisania poprzednich warto$ci obliczonej pochodnej. OczywiScie
rzeczywisty rozmiar uzywanej pamiegci statycznej moze by¢ znacznie wigkszy. Spowodowane
jest to tym, ze jego rzeczywista wielko§¢ wymaga uwzglednienia rowniez liczby wykonanych
operacji FO (np. pojedyncza petla sterowania FO PID wymagata od nas uzycia 2 instancji ope-
ratora FO) oraz zamodelowanego elementu dynamicznego: rzgdu transmitancji lub wymiaru
rOwnania stanu.

Roéwnanie (1.55) zostanie bezposrednio zaimplementowane jako blok funkcyjny (FB) w
sterowniku PLC. Uzycie FB jest spowodowane tym, ze poprawne obliczenie (1.55) wymaga
znajomosci L poprzednich krokéw wyjscia, a FB jest najmniejsza Jednostka Organizacji Pro-
gramu (POU - Program Organization Block) zapewniajaca ,.funkcje¢ pamigci” dla jego zmien-
nych. Niestety warto$¢ L zapewniajaca rozsadna doktadnosc tego przyblizenia musi by¢ dtuga
(zazwyczaj wigksza niz 100). Fakt ten moze powodowac problemy podczas implementacji w
czasie rzeczywistym i nalezy go przetestowac, aby unikna¢ btedéw wynikajacych z ograniczen

czasowych. Wyniki takich testow zostang podane w rozdziale 4.2.
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1.3.4. Aproksymacja CFE

Aproksymcja CFE jest alternatywnym podejSciem do dyskretnego modelowania operatora
FO. Ma ona postac filtra IIR - zawiera zaréwno bieguny, jak i zera. Jest szybka i tatwa w

realizacji, poniewaz jej rzad jest zwykle stosunkowo niski (najczesciej nie wyzszy niz 5).

Dyskretyzacj¢ elementu utamkowego s, @ € R mozna wykona¢ za pomoca tak zwanej
funkcji generujacej s ~ w(z~1). Nowy operator podniesiony do potegi ov ma nastepujaca postac
(zobacz np. [54], [55]):

1

(wl)" = (452)" CFE{(57) D =
éowm,m ' (1.56)

= Gl = (59" Gt = %
’ 3 vmz

W (1.56) a jest wspoétczynnikiem zaleznym od typu aproksymacji (na przyktad: a=0 dla
aproksymacji Eulera, a=1 dla aproksymacji Tustina; w pracy [56] a pojawia si¢ jako dodatkowy
parametr do optymalizacji modelu), h oznacza prébke czasu, M jest rzgdem aproksymacji.
Wartosci liczbowe wspotczynnikéw w,, 1 v, oraz rézne wartosci parametru a mozna obliczy¢
na przyktad przy uzyciu funkcji MATLAB’a podanej przez Petrasa na stronie [57] oraz [58].
Wskazana funkcja MATLAB’a zostala zastosowana w eksperymentach opisanych w nastep-
nych rozdziatach. Jesli rozwazamy aproksymacje Tustina (a=1) dostajemy CFEp(z !, a) =
CFEn(27', —a) oraz wielomian CFEp (2!, a) mozna podaé w bezposredniej postaci (zo-
bacz [54]). Przyktady wielomianéw CFEp (27!, a) dla M = 1, 3,5 podane sa w tabeli 1.1.

OdpowiedzZ elementu opisanego aproksymacja CFE przy pomocy wzoru (1.56) w k-tym

momencie mozna obliczy¢ z wyrazenia:

M M
1
yé‘rFE(k) = U_o - E Uyt (K —m) + g wput (k—m)| . (1.57)
m=1 m=0

gdzie ylpp(k —m) i ut(k — m) oznacza wyjsciowy i wejSciowy sygnat w k — m - tym mo-
mencie odpowiednio, v,, 1 w,, sa wspoiczynnikami aproksymacji CFE, podanymi przykladowo

w tabeli 1.1.

Réwnanie (1.57) zostanie bezposrednio zaimplementowane jako blok funkcyjny (FB) w
PLC. Uzycie FB jest spowodowane tym, ze poprawne obliczenie (1.57) wymaga znajomosci
M poprzednich krokéw sygnalow wyjsciowych 1 sterujacych, a FB jest najmniejsza Jednostka
Organizacji Programu (POU - Program Organization Block) zapewniajaca ,,pami¢é funkcyjng”

dla swoich zmiennych.
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Tabela 1.1. Wspélczynniki aproksymacji CFE CFEy p(z 1, «) dla aproksy-

macji Tustina wedlug [54]

Order M | wy, Um
M=1 w] = —o V] =«
QU(]Il ’L)():l
M=3 wgz—% ’1)3:%
MQZ%Q 1)2:%2
w)p = —« (% o
wo—l ’U():l
M=5 w5——% 1)5:%
wi =& o=
ws=— (8 o= (3 +5)
w2 % U2:¥
w1 —Q U1 (6]
wo 1 v =1
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2. Rozwazany doswiadczalny obiekt cieplny i jego

modele catkowitego rzedu

2.1. Konstrukcja obiektu (w uproszczeniu)

Systemem wykorzystywanym do badan byl eksperymentalny obiekt cieplny z jednym wej-
Sciem i trzema wyjSciami pokazany na rysunku 2.1 (zob. np. [59], [60], [61]). Ma on postaé
cienkiego miedzianego preta o dtugosci 260 [mm]. Do dalszych rozwazan przyjmiemy, ze dlu-
gos¢ preta jest rowna 1,0. Oznacza to, ze w dalszych rozwazaniach lokalizacja i dlugos$¢ grzatki
oraz czujnikéw RTD bedzie wyrazana wzgledem 1,0. Pret jest ogrzewany za pomoca grzatki
elektrycznej o dlugosci Az, zlokalizowanej na jednym korcu i trzech czujnikéw RTD typu Pt-
100 o dtugosci Ax = 0, 14 znajdujacych si¢ w punktach: 0,3, 0,5 oraz 0,7 dlugosci preta (Ry-
sunek 2.2.). Sygnat wejsciowy systemu jest standardowym sygnatem pradowym 0 — 20[mA].
Wzmacniany jest do zakresu od 0 do 1,5[A] i jest sygnatem wejSciowym dla grzatki. Tempe-
ratura preta jest mierzona za pomoca czujnikow Pt-100. Sygnaty z czujnikéw odczytywane sa
bezposrednio przez modut wejs¢ analogowych w sterowniku PLC. Caty system jest potaczony
przez sie¢ PROFINET.

Rozpatrujac charakterystyke statyczna do§wiadczalnego systemu czyli wykres temperatury
na poszczegdlnych wyjsciach w zaleznosci od sterowania w procentach dopuszczalnego zakresu
mozna wyciagna¢ wniosek, iz w przedziale pomigdzy 40% a 60% zakresu sterowania zaleznos¢
ta jest liniowa. Wszystkie eksperymenty prowadzone byly dla punktu pracy réwnego 50% do-
puszczalengo zakresu sterowania (w zakresie niewychodzacym poza przedziat 40% i 60%), a

wigc mozemy przyjaé, ze wykorzystywany do badan obiekt cieplny jest obiektem liniowym.
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PROFINET

PLC

PLC configuration software

Rys. 2.1. Konstrukcja systemu eksperymentalnego z jednym wejsciem i trzema

wyjsciami

Rys. 2.2. Uproszczony schemat obiektu do§wiadczalnego z jednym wejSciem

i trzema wyj$ciami
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Charakterystyki statyczne wyj$¢ obiektu
T T T
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Rys. 2.3. Charakterystyka statyczna eksperymentalnego obiektu cieplnego z

jednym wejsciem i trzema wyjsciami
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Rozktad czasowo-przestrzenny odpowiedzi skokowej rozpatrywanego obiektu z jednym

wejsciem i trzema wyjSciami pokazano na rysunku 2.4.

065
06~
0.55

05-

temperatura

0.45 -

diugoséé 04 <

Rys. 2.4. Rozklad czasowo-przestrzenny odpowiedzi skokowej rozpatrywa-

nego obiektu

Wigksza doktadnos¢ odczytu wartoSci maja wykresy odpowiedzi skokowych pojedynczych
wyjs¢ - wykresy pokazane zostaly na (Rys. 2.5).
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wyjscie nr 1
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Rys. 2.5. Odpowiedzi skokowe dla wszystkich wyjs$¢ obiektu

2.2. Model catkowitego rzedu w przestrzeni stanu

Podstawowym modelem matematycznym catkowitego rzedu opisujacym przewodzenie cie-

pta w obiekcie jednowymiarowym jest czastkowe réwnanie r6zniczkowe parabolicznego typu
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z homogenicznymi warunkami brzegowymi Neumanna na koncach, homogenicznymi warun-
kami poczatkowymi, wymiang ciepta wzdtuz catej dtugosci preta oraz rozproszonym sterowa-

niem oraz obserwacja (zobacz np. [62], [63], [19]):
(0Q,t) _ PQr,1)

- RaQ(’I’ t) + b(I)U(t),

dt 0x?
dx
2.1
QWY _ g5
dx

y(t) = o [; Qx,t)c(x)dx

\

gdzie ()(x,t) oznacza temperatur¢ w momencie ¢ i punkcie x, R,, a oznacza wspdtczynniki
przewodzenia ciepta i wymiany ciepta, b(x) oznacza funkcje grzejnika, c(z) jest funkcja czyn-
nika oraz y, oznacza stale wzmocnienie systemu.

Réwnanie przewodzenia ciepta (2.1) moze by¢ przedstawione jako réwnowazny abstrak-
cyjny problem poczatkowy w przestrzeni Hilberta X = L?(0, 1) ze standardowym iloczynem
skalarnym (tzw. model pétgrupowy). Podany problem omoéwit na przyktad [64]. W naszym
przypadku abstrakcyjna posta¢ réwnania (2.1) wyglada nastgpujaco:

Q(t) = AQ(t) + Bu(t)
Q) =0 (2.2)
y(t) = v CQ(?)
gdzie:
(40 =" - RQ.
D(A)={Q € H*(0,1) : Q'(0) = 0,Q'(1) = 0},
a,R, >0, (2.3)

H2(0,1) = {u € L2(0,1) : o/,u" € L2(0,1)},
CQ) = (e, Q). Bult) = bu(t)

gdzie (u,v) = fol u(z)v(x)dx oznacza standardowy iloczyn skalarny.

Zbior wektorow wiasnych dla operatora stanu A tworzy ortonormalna bazg przestrzeni

stanu:
0,i=0
V2cos(inz),i = 1,2, ...
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Dyskretne spektrum operatora stanu dla modelu catkowitego rzedu A jest zbiorem pojedyn-

czych, rzeczywistych warto$ci wlasnych:
N = —an®i® — R,,i=0,1,2, ... (2.5)

W bazie przestrzeni stanu zdefiniowanej przez zbiér wektoréw wilasnych (2.4) operatory A, B

i C' maja nastgpujaca reprezentacje macierzowa;

A:dzag {)\0,)\1,)\2,..} (26)

B = [by, by, b, ...]" (2.7

gdzie b; = (b, h;), b(z) oznacza funkcj¢ elementu grzewczego:

L,z €0,z
b(x) = (2.8)
07 x g [07 ZE()]
Operator wyjScia ma nastepujaca postac:
Csl
C= | Cq (2.9)
Cs3

Wiersze operatora wyjscia C' sa dane nastgpujaca formuta:
Csj = €50, Csjny Csjas o] 7 =1,2,3 (2.10)
gdzie cy;; = (c, h;), c¢(x) oznacza funkcje czujnikéw wyjsciowych:

1
)= " [, 2] @2.11)

0,z & [x1, 2]

Wspétrzedne ;1 1 x4 zaleza od lokalizacji czujnika na precie i w rozwazanym przypadku sa

rowne:
x:0.3:x1:é—g,x2:é—;
1’:0.5::&:;—3,:@:%
r=07: 1= 2,=%8

527 52

Ze wzoréw (2.8) oraz (2.11) wynika, ze funkcja elementu grzewczego b(z) oraz funkcja

czujnika wyjSciowego c(z) sa funkcjami przedziatami statymi. Zatézmy, ze funkcja sterujaca
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u(t) = 1(t). Wtedy rozwiaznie réwnania (2.2) posiada posta¢ podobna do rozwiagzania obiektu

jednowyjsciowego przedstawionego na przyktad w [62]:

e}

o0 =, Y- (5 ) ke,

i=1,2,3

(2.12)

Podstawowe wtasno$ci omawianego systemu catkowitego rzgdu sa znane. Mozna udowod-
ni¢ (patrz [65]), ze operator stanu A dla rozwazanego systemu jest: ujemny, samosprzgzony i
ma zwarty operator odwrotny. Mozna tu réwniez zastosowac polgrupy Fellera, ktére zostaty
przedstawione w [66], [67] 1 [15]. Dla znanych wspé6tczynnikéw réwnania a 1 R, (2.2) - (2.11)
daja dobry opis rozpatrywanego rzeczywistego eksperymentalnego obiektu cieplnego. Przez
obcigcie kolejnych elementéw operatoréw nieskoriczenie wymiarowych A, B i C' uzyskujemy
przyblizenie w postaci macierzy skonczonego wymiaru, ktére jest uzyteczne do numerycznego
modelowania omawianego obiektu. W tym przypadku operatory A, B i C' moga by¢ inter-
pretowane jako macierze. Jesli te parametry nie sa doktadnie znane, mozna zastosowa¢ model
przedziatowy (patrz [62], [68], [63]). Dobra doktadno$¢ modelu opisanego przez (2.4) - (2.11)
zapewnia wielkoS¢ przestrzeni stanu réwna 25 (patrz [69]), gdzie parametry tego modelu mozna
oblicza¢ za pomoca metody najmniejszych kwadratéw. Dla rozpatrywanego obiektu cieplnego
wartos$ci macierzy A, B oraz C dla wyjscia nr 2 podane sa w tabeli 2.1 (zobacz [19]).

Omoéwione tu podejscie wykorzystujace teorig pétgroupowa mozna rozszerzy¢ na systemy
niecatkowitego rzedu. Ten problem zostat oméwiony na przyktad przez [15], [70] oraz bedzie
rowniez rozwazany w przypadku systeméw niecatkowitego rzgdu opisywanych w nastgpnym

rozdziale.

2.3. Modele zastepcze catkowitego rzedu w postaci transmi-
tancji

Alternatywnym podejSciem do modelowania rozpatrywanego obiektu cieplnego jest zasto-

sowanie modelu transmitacyjnego, przy czym transmitancja jest rozumiana jako:

(2.13)

gdzie G;(s) - transformata Laplace’a j-tego wyjscia, U(s) - transformata Laplace’a sterowa-
nia oraz zatozenie, ze transmitancja ma postaé jednego ze znanych modeli zastgpczych w po-

staci transmitancji bez opdZnieni lub z opéZnieniem, zaproponowanych przez Kupfmuellera lub
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Tabela 2.1. Parametry modelu w przestrzeni stanu

Parametry wartos$ci

rzad modelu 25

macierz stanu A diag{ -0.0271, -0.0364, -0.0644,
-0.1110, -0.1763, -0.2603,
-0.3629, -0.4841, -0.6240,
-0.7826, -0.9598, -1.1556,
-1.3702, -1.6033, -1.8551,
-2.1256,  -2.4148, -2.7225,
-3.0490, -3.3941, -3.7578,
-4.1402, -4.5413, -4.9610,
-5.3993}

macierz sterowania BT || [0.0769 0.1077 0.1046 0.0995
0.0926 0.0842 0.0745 0.0638
0.0526 0.0412 0.0299 0.0190
0.0090 0.0000 -0.0077 -0.0139 -
0.0187 -0.0218 -0.0234 -0.0235
-0.0223 -0.0200 -0.0168 -0.0130
-0.0087]

macierz wyjsciowa Cs || [0.9920 0.0000 -1.3995 0.0000
1.3893 0.0000 -1.3724 0.0000
1.3489 0.0000 -1.3191 0.0000
1.2832 0.0000 -1.2415 0.0000
1.1944 0.0000 -1.1423 0.0000
1.0856 0.0000 -1.0248 0.0000
0.9605]

Strejca. Model zastepczy Kupfmuellera opisany jest przez transmitancje:
keles
Gi(s) =
1(S> TIS +1
kefTQS
<T21S + 1)(T228 + ].)

W (2.14) k to wzmocnienie statyczne obiektu, 7; oraz 7, oznacza czas martwy statyczny (czas

(2.14)
GQ(S) =

opOznienia), T, T5; oraz Th sg statymi czasowymi.
Modelowanie transmitancji elementu op6zniajacego na platformie MATLAB wymaga od

nas zastosowania aproksymacji Pade’go. Rzad P tego przyblizenia musi by¢ réwniez brany
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pod uwage podczas analizy ztozonoSci modelu. Model Strejca transmitancji bez opdZnienia jest

opisany jako:
k

(Tys + )M

W (2.15) k jest wspotczynnikiem w stanie ustalonym, 7},, oznacza stala czasowa oraz M ozna-

Gs(s) = (2.15)

cza rzad aproksymacji.
Parametry obu powyzszych transmitancji dla wyjscia nr 2 obiektu podano w tabeli 2.2 (zo-
bacz [19]).

Tabela 2.2. Parametry modeli transmitacyjnych catkowitego rzedu

Parametry wartosci
k 1.1829
Ty [s] 38.1392
Ts[s] 14.8068
78] 15.0153
rzad aproksymacji Pade P 10
T 16.3623
rzad aproksymacji Strejca M 3
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3. Modele niecatkowitego rzedu dla rozwazanego
obiektu

W tym rozdziale rozwazymy nowe modele niecatkowitego rzgdu opisujace proces rozcho-
dzenia si¢ ciepta w osrodku jednowymiarowym. W przypadku rozwazanego w niniejszej pracy
uktadu doswiadczalnego podstawowym modelem matematycznym opisujacym to zjawisko jest
roOwnanie ré6zniczkowe czastkowe typu parabolicznego z jednorodnymi warunkami brzegowymi
Neumanna na koncach, jednorodnym warunkiem poczatkowym, wymiang ciepta wzdtuz dtugo-
$ci preta oraz rozproszonym sterowaniem i obserwacja. Réwnanie z catkowitymi rzgdami obu
pochodnych jest opisane w rozdziale 2.2.

Wykorzystanie pochodnych nicatkowitego rzgdu w badanym modelu mozna uzasadniaé fak-
tem, iz dynamika wymiany ciepta pomigdzy grzejnikiem i prgtem oraz pomigdzy pretem a czuj-
nikiem nie jest doktadnie opisana za pomoca rownania catkowitego rzgdu (2.1). Procesy cieplne
zachodzace w obiekcie, np. wymiana ciepta pomigdzy pretem i czujnikiem w obecnosci rozpra-
szania ciepta sa dos¢ ztozone i trudne do doktadnego opisu. Modelowanie matematyczne takich
uktadow 1 proceséw stanowi duze wyzwanie. Rachunek operatoréw rézniczkowych 1 catko-
wych niecatkowitego rzedu, to nieklasyczne podejscie matematyczne, ktére daje ré6znorodne

mozliwosci ilustracji ztozonoSci zjawisk i proceséw wystepujacych w przyrodzie.

3.1. Ciagle modele niecatkowitego rzedu w przestrzeni stanu

Rozpoczniemy od propozycji oraz podania wiasnosci nowych ciagtych modeli niecatkowi-

tego rzgdu dla procesu przewodnictwa cieplnego w przestrzeni stanu

o °Q(x,1)
“DyQ(a,t) = a— 5
sie” oraz “po dtugosci”.

— R,Q(x,t) 4+ b(z)u(t) - niecatkowity rzad pochodnej “po cza-

Nastepnie rozwazymy dwa uproszczone modele niecatkowitego rzedu:
0*Q(x,t
°DpQUa,t) = o -2

oz R.Q(x,t) + b(x)u(t) - niecatkowity rzad pochodnej tylko “po
x
czasie”,
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t d t
aQ((];C, ) = aa gi:;’ ) _ R,Q(x,t) + b(x)u(t) - niecatkowity rzad pochodnej tylko “po

dtugosci”.

3.1.1. Ciagly model ulamkowego rzedu wzgledem czasu oraz dlugosci

W przestrzeni stanu

Pierwszym rozwazanym modelem naszego obiektu cieplnego jest ciagly model niecatkowi-
tego rzedu “po czasie” oraz “po dlugosci”. Przestawiana reprezentacja modelu rzgdu niecatko-
witego dla procesu cieplnego w przestrzeni stanu dla parametréw rozproszonych zostata po raz
pierwszy opublikowana w pracy [20].

Proponowany model uzyskuje si¢ poprzez zastapienie pochodnej rzgdu pierwszego dla
czasu oraz pochodnej drugiego rzgdu dla dlugos$ci odpowiednimi pochodnymi rz¢du niecat-
kowitego. Jest to uzasadnione faktem, iz dynamika przestrzennego rozkladu ciepta wzdiuz
grzalki i preta oraz wzdluz preta 1 czujnika nie jest doktadnie opisana za pomoca réwnania
(2.1). Uwaza sig, ze zastosowanie rzgdu niecatkowitego pochodnych lepiej opisuje procesy
przewodnictwa cieplnego. Analogiczny sposob zastgpowania pochodnych rzgdu catkowitego
pochodnymi rzgdu utamkowego opisywano w: [1], [2] oraz [3].

Zatézmy, ze pochodna niecatkowitego rzgdu w odniesieniu do czasu jest opisana przez de-
finicje Caputo (1.11), a niecatkowita pochodna rzgdu w odniesieniu do dlugosci jest opisana

przez definicj¢ Riesza (1.23). Nastgpnie rownanie wymiany ciepta przechodzi do nastgpujace;]

postaci:

“DeQ(z,t) = a% — R,Q(z,t) + b(x)u(t)

0Q(0,t) —0.t>0
dx

QLD G
dx

Q(z,0)=0,0<z <1

\y(t) =1 fol Q(x,t)c(x)dx

gdzie o, 4 > 0 oznaczaja niecatkowity rzad systemu, pozostale parametry sg takie same
jak w modelu catkowitego rzedu (2.2). Abstrakcyjna interpretacja systemu (3.1) zostata

przedstawiona w [15]. Proponowane réwnanie stanu (3.1) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

“DQ(t) = AQ(t) + Bult)
Q(0)=0 (3.2)
y(t) = »CQ(t)

E. Gawin Zastosowanie rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu w modelowaniu cyfrowym
procesow przewodnictwa cieplnego



3.1. Ciagte modele niecatkowitego rzedu w przestrzeni stanu 47

gdzie:
( 9"Q(x)
AQ =a 83}5 - RCLQ7
D(A) ={Q € H?*(0,1) : Q'(0) = 0,Q'(1) = 0},
a,R, >0, (3.3)

H?(0,1) = {u € L*(0,1) : v/, u" € L*(0,1)},
| CQ(1) = (¢, Q(1)), Bu(t) = buf(1)

Zbiér wektorow witasnych dla operatora stanu A tworzy ortonormalna baz¢ przestrzeni

stanu:

0,i=0
hi(z) = 3.4)
V2cos(imx),i = 1,2, ...

WartoSci wtasne operatora stanu sg wyrazone nastgpujaco:
N =—ar’i® —R,,i=0,1,2,.... (3.5)
Operator stanu A ma postaé:
A =diag{Ns,, A3y, Ngss -} (3.6)
Widmo operatora stanu A jest zatem postaci:
g(A) = { s, A\gys Agss -} (3.7

Zdefiniowany operator A ma dyskretne widmo sktadajace si¢ z rzeczywistych i ujemnych
wartoSci wlasnych \g,, ktére sa powiazane z ortonormalnymi wektorami wlasnymi (3.4) two-
rzacymi baze przestrzeni L*(0,1).

Dekompozycja widmowa uktadu (3.3) jest nastgpujaca:

“DYQ(t) = AQ(t) + Bu(t)

Ah; = \ih;
1,i=k
< hl,hk >=
0,1 # k
0°Q
C Nna _ o
DyQ = e R,Q + Bu

o > 8’82? Cz‘hi >
CDt Zczhz = aa—;g — RaZcihi + BU/]'LZ
1=0 1=0
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35@
0xP
W bazie przestrzeni stanu zdefiniowanej przez zbiér wektoréw wtasnych (3.4) operator B

“Dec; =a Rac; + biu (3.8)

ma nastgpujaca reprezentacj¢ macierzowa:

B = [by, b1, b, ...]" (3.9)

gdzie b; = (b, h;), b(x) oznacza funkcj¢ elementu grzewczego:

b — L,z € [0,z
(x) = (3.10)
0,z & [0, x0]

Operator wyjscia ma nastgpujaca postac:

Csl
C=| Cy (3.11)
053

Wiersze operatora wyjscia C' sa dane nastgpujaca formuta:
Cyj = [¢sj0: Csjn, Csjs o] 7 =1,2,3 (3.12)
gdzie cy;; = (c, h;), c(x) oznacza funkcje czujnikéw wyjsciowych:

1,z € [x1, 23]

c(x) = (3.13)
0,z & |1, z2]

Ze wzoréw (3.10) oraz (3.13) wynika, ze funkcja elementu grzewczego b(x) oraz funkcja
czujnika wyjsciowego c(x) sa funkcjami przedziatami statymi. Wspétrzedne x; i 25 zaleza od
lokalizacji czujnika na precie 1 w rozwazanym przypadku sa podane w (2.2).

Teraz mozemy zastosowac teori¢ potgrup Fellera, ktére zostaty przedstawione w [15], [66]
oraz [71].

Pétgrupa zdefiniowana jest nastgpujaco:

Definicja 20. Polgrupa
Pétgrupa jest to zbior S wraz z operacjq binarnqg T(T : S x S — S), ktdra jest tqczna, tzn.
Ve,y,z €S, T(T(x,y),z)=T(x,T(y, z)).

Unikalno$¢ rozwigzania dowodzi wlasnos¢ pétgrupy, ktéra jest podana przez nastgpujaca
formute:
Tt+s)=Tt)T(s), t,s>0 (3.14)
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Wiasnosé potgrupy podana w zaleznosci (3.14) dla rodziny funkcji, {7°(¢) : t > 0}, jest zto-
zeniem. Zauwazmy, ze T'(0) jest operatorem tozsamosci (/d). Silnie ciagta dodatnia kontrakcja
potgrup na C..(S) jest nazywana pétgrupa Fellera na S. Rozwazamy reprezentacje operato-
row rézniczkowych, ktore tworza zbior potgrup Fellera. Z rezultatéw prezentowanych przez
Popescu w [15] mozemy wywnioskowaé, ze system niecatkowitego rzedu jest rozwigzaniem

problemu Cauchy’ego

°DFQ(t) = AQ() + Bult), Q(0) =0

gdzie 0 < a < 1,¢t > 0 oraz A jest generatorem ograniczonej ciagtej pétgrupy Fellera T(zf)t20
w przestrzeni Hilberta H”(0, 1).

Nalezy zauwazy¢, ze przedstawione powyzej podejScie wykorzystujace teori¢ potgrup,
ktére mozna rozszerzy¢ na system niecatkowitego rzgdu omawiane jest m.in. w [15] oraz [70].

Elementarne wtasnosci dla systeméw parabolicznych catkowitego rzgdu, ktére zostaly prze-
analizowane oraz udowodnione to: operator stanu A dla systemu catkowitego rzgdu opisanego
przez (2.6) jest: ujemny, samosprze¢zony 1 ma zwarty operator odwrotny (zobacz [65]).

Odpowiednie twierdzenie dla S = 2 jest oczywiScie prawdziwe. Podobne twierdzenie, dla
wszystkich [, jest prawdziwe w pewnych warunkach poczatkowych (patrz [72]).

Zat6zmy, ze funkcja sterujaca u(t) = 1(t). Rozwiazanie réwnania stanu (3.2) mozna obli-
czy¢ za pomoca transformaty Laplace’a dla operatora Caputo zdefiniowanego przez (1.13) przy
zatozeniu, ze warunek poczatkowy jest rowny zeru: Q(z,0) = 0,0 < z < 1 oraz operatory
stanu i sterowania sa opisane przez (3.6) - (3.10).

Jezeli przyjmiemy, ze sygnat sterujacy ma postac funkcji Heaviside’a u(t) = 1(t) i zastosu-

jemy (1.14), to otrzymamy rozwigzanie (3.2) w nastgpujacej postaci:

o

Eo(A\gt®) — 1(t
yi(t) = w0, ) Zel B)\ )= ))<b7 hi){c, hi),
i=1 Bi (3.15)
j=1,2.3
i w konsekwencji macierz wyjScia ma postac:
y(t) = [y1 (0) y2 (), ys(D)" - (3.16)

Model niecatkowitego rzgdu podany wyzej przez (3.2) - (3.15) jest modelem nieskoniczenie
wymiarowym. Jego praktyczne zastosowanie wymaga od nas uzycia skonczenie wymiarowej
aproksymacji. Mozna to uzyska¢ pomijajac dalsze elementy w rownaniu stanu (3.2) i w konse-
kwencji obliczajac rozwiazanie (3.15) i (3.16) jako skoficzong sume¢ wyrazona przez (3.17). W

konsekwencji operatory A, B i C' sa interpretowane jako macierze.
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N

o (Bast) = 10) (0
wi(0) = w0, ) » (b, hap e, hi). (3.17)

J=123

W (3.17) N oznacza wymiar aproksymacji. W rzeczywistych warunkach jego warto$¢ nie-
zbedna dla uzyskania zatozonej doktadnoSci mozna oszacowac za pomoca symulacji. Jej prawi-
dlowe oszacowanie jest kluczowym problemem podczas korzystania z przedstawionych modeli
i zostanie oméwione w kolejnych rozdziatach.

Badania przeprowadzone z wykorzystaniem do§wiadczalnego uktadu cieplnego pokazanego
na rysunku 2.1. Testowano odpowiedZ skokowa modelu w przedziale czasowym od 0 do 300 s z
czasem probkowania 1 s. WartoSci parametrow obliczono optymalizujac funkcje MSE (Medium

Square Error) wg (3.18) - dla kazdego badanego wymiaru /N oddzielnie.

s 1
Ivse = Z /(%(t) - yej(t>>2dt (3.18)
Jj=1 0

gdzie y.;(t) - dane rzeczywistego obiektu.
Zaproponowany model poréwnano z modelem calkowitego rzgdu wyrazonym wzorami
(2.1) - (2.12). Wyniki podano w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Funkcja kosztu (3.18) dla modelu catkowitego oraz niecatkowietgo

rzgdu oraz réznych wartosci N

N | Model catkowitego rzedu | Model niecatkowitego rzgdu
5 0.0189 0.0092
10 0.0083 0.0042
15 0.0020 0.0016
20 0.0021 0.0020
25 0.0025 0.0012

Funkcje kosztu (3.32) jako funkcje N dla obu omawianych modeli przedstawiono na ry-
sunku 3.1, optymalne parametry modelu rzedu liczb catkowitych podano w tabeli 3.2, opty-
malne parametry dla modelu rz¢du niecatkowitego podano w tabeli 3.3.

Btad modelu w funkcji czasu i dlugosci preta przedstawiono na rysunkach 3.4 1 3.5. Rozktad
czasowo-przestrzenny temperatury obliczony z wykorzystaniem obu rozpatrywanych modeli

pokazano na rysunkach 3.2 1 3.3.
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funkcja kosztu MSE

0.018

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

model catkowitego rzedu

=

model niecatkowitego
rzedu

10 15
Rzad N modelu

20 25

Rys. 3.1. Funkcja kosztu (3.18) jako funkcja wartosci rzgdu N

Tabela 3.2. Optymalne wartos$ci parametréw modelu catkowitego rzedu dla

ré6znych N

N Ay R,

5 10.0017 | 0.0224
10 | 0.0012 | 0.0253
15 | 0.0009 | 0.0317
20 | 0.0009 | 0.0312
25 | 0.0009 | 0.0308

Tabela 3.3. Optymalne warto$ci parametréw modelu niecatkowitego rzgdu dla

ré6znych N

N o 15} Aw R,

5 | 1.0571 | 2.1643 | 0.0012 | 0.0173
10 | 1.0328 | 2.0526 | 0.0010 | 0.0224
15 | 0.9896 | 1.9930 | 0.0009 | 0.0343
20 | 0.9982 | 2.0018 | 0.0009 | 0.0316
25 | 0.9744 | 1.9864 | 0.0007 | 0.0423
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0.65

0.6

0.55

temperatura

100 0.6

czas [s] 0 02

dtugosé

Rys. 3.2. Czasowo-przestrzenny rozktad temperatury dla modelu catkowitego
rzedui N =15

0.65

©
»

£
w
5]

0.5

temperatura

100 0.6

0
czas [s] 0:2 dtugosé

Rys. 3.3. Czasowo-przestrzenny rozktad temperatury dla modelu niecatkowi-

tegorzegdui N =15
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x 10

btad
nN

0.6

dtugosé

100

czas [s]

Rys. 3.4. Btad modelu catkowitego rzedu w funkcji czasu i dlugosci preta dla
N =15

x 10

btad

czas [s] 0 02 dtugos¢

Rys. 3.5. Blad modelu niecatkowitego rzgdu w funkcji czasu i dlugosci preta
dlaN =15
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Z tabeli 3.1 oraz rysunku 3.1 mozna wywnioskowaé, ze proponowany ciaglty model rzgdu
niecatkowitego jest doktadniejszy w sensie funkcji kosztu MSE (3.18) dla kazdego z rozwaza-
nych rzed6éw aproksymacji V. Dobra doktadno$¢ model osiaga dla rzedu aproksymacji NV = 15,
co daje rozsadny rzad modelu podczas jego stosowania.

Mozna stwierdzié, ze proponowany model niecatkowitego rzgdu w przestrzeni standéw dla
jednowymiarowego obiektu cieplnego mozna zbudowaé poprzez uogdlnienie catkowitego, abs-
trakcyjnego modelu w przestrzeni Hilberta z wykorzystaniem pétgrup Fellera. Co wigcej, do-
ktadnos$¢ proponowanego modelu w sensie funkcji kosztu MSE jest lepsza niz analogowego
modelu rzgdu catkowitego dla kazdego wymiaru jego skoficzonej aproksymacji. Parametry pro-
ponowanego modelu mozna obliczy¢ numerycznie na podstawie wynikéw eksperymentow.

Dalsze badania przedstawionych zagadnien bgda dotyczyly uogdlnienia wynikéw na nie-
pewnos$¢ parametréw oraz formutowania i rozwigzywania warunkéw dekompozycji widma dla

rozpatrywanej klasy nieskoriczenie wymiarowych modeli niecatkowitego rzedu.

3.1.2. Uproszczone modele ulamkowego rzedu w przestrzeni stanu

Zauwazmy, ze proponowany model niecatkowitego rzedu opisany po raz pierwszy w [21]
przez réwnania (3.1) - (3.15) dla rzedéw: o = 11 [ = 2 zamienia si¢ w model catkowitego
rzedu (2.1) - (2.12).

Podstawienie: &« = 1 lub = 2 pozwala nam natomiast uzyska¢ odpowiednie ,,modele
czgSciowego rzedu niecatkowitego” z pochodnymi rz¢du niecatkowitego, odpowiednio w od-
niesieniu do dlugosci lub czasu.

Na poczatku rozwazmy ciagly model utamkowego rzgdu wzgledem czasu w przestrzeni
stanu.

Zatézmy, ze operator niecatkowitego rzedu jest opisany przez definicje Caputo (1.11).

Wtedy réwnanie wymiany ciepta posiada nastgpujaca postac:

“DeQ(x,t) = a% — R,Q(x,t) + b(z)u(t)
0.0 _ 4>
dx
MY _ oo (3.19)
dx
Q(z,0)=0,0<x <1
(0 = w0 i Qe cla)da

gdzie 0 < a < 2 oznacza niecalkowity rzad obiektu, pozostale parametry sa takie same jak w

modelu catkowitego rzgdu podanym w (2.2).
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Réwnanie (3.19) mozna przedstawié jako rownanie stanu w przestrzeni Hilberta analogicz-

nie do (2.2). Bedzie ono miato postac:

“DyQ(t) = AQ(t) + Bult)
Q(0) =0 (3.20)
y(t) = »yoCQ(t)

gdzie:
(40 = Q" - RO,
D(A) ={Q € H*(0,1) : Q"(0) = 0,Q'(1) = 0},
a, R, > 0, (3.21)

H?(0,1) = {u € L*(0,1) : v/, v € L*(0,1)},
CQU) = (e.Q(). Bult) = bu(t)

Elementarne wtasnosci dla systemdw parabolicznych catkowitego rzgdu, ktdre zostaty prze-

analizowane oraz udowodnione to nastgpujace fakty: operator stanu A dla systemu catkowitego
rzgdu opisanego przez (2.6) jest: ujemny, samosprze¢zony i ma zwarty operator odwrotny (zo-
bacz [73]).

Teraz zostanie udowodniony fakt, iz analogiczne wtasciwosci sg prawdziwe takze dla sys-

temu niecatkowitego rzedu.

Propozycja 1. Podstawowe wlasnosci operatora stanu A
Operator stanu A dla systemu niecatkowitego rzedu opisany przez rownanie (3.20) jest: ujemny,

samosprzezony i ma zwarty operator odwrotny.
Dowdd. Wezmy P € H?(0,1). Zgodnie z (3.21) mamy
1
(P.AQ) = [ P@[oQ"(x) - RQw)ds =
0

a/o P(x)Q"(x)dx — R,(P,Q) =
a(P(1)Q'(1) — P(0)Q'(0))

—a /0 P Q) — Ru(P.Q) = 622
~aQ(1)P'(1)
+ /Ol[aP”(x) — R, P(2)|Q(z)dx
> Q € D(a)
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Korzystajac z twierdzenia Riesza o reprezentacji funkcjonatu liniowego i ograniczonego w

przestrzeni Hilberta ([74]) funcjonat liniowy

H?*(0,1) D> D(A)>Q —
1 (3.23)
/0 aP"(x) — RuP(2)Q(x)]dz € H2(0,1)

przedtuza si¢ do funkcjonatu liniowego i ograniczonego na H?(0, 1).
Pozostale wyrazenia reprezentuja funkcjonat liniowy, gesto zdefiniowany na H?(0, 1),
przedtuzalny do funkcjonatu liniowego i ograniczonego okreS§lonego na catym H, tylko jesli

P’ (0) = 0 oraz p'(1) = 0. Zatem zgodnie z definicja operatora sprz¢zonego [74] mamy

D(A*) = {P e H*(0,1) : P'(0) =0, P'(1) =0}
= D(4)

(3.24)

oraz
A*P =aP" — R,P = AP (3.25)

co oznacza, ze operator A jest samosprz¢zony.

Ponadto
Q. AQ) = / Q@)[aQ"(x) — RuQ(x)]dx =

=aQ(1)Q'(1) — aQ(0)Q'(0) — a/o Q' ()2 dx — Ra||Q?| (3.26)

< —RJ|Q*|| > Q € D(A)

zatem operator —A + R, [ jest nieujemny.

Aby udowodni¢ zwarto$¢ A1, rozwazmy operator pomocniczy G:
GQ =Q",D(G) = D(A).

Wyznaczenie operatora odwrotnego G~! wymaga rozwiazania uktadu
(3.27)

Uktad posiada doktadnie jedno rozwiazanie

Q) = - / uf(y)dy + / (& — 9 f(y)dy
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Zatem operator G~ ! istnieje i ma nastepujaca postac:
Gl={g. )b+ KFf,

gdzie
g,h € H*(0,1),
g(r) =z, (3.28)
h(z) =—-1,0<z <1,

oraz K jest operatorem catkowym

(K f)(x) = / “kla — ) f(y)dy

z jadrem

k(x,y) = (3.29)
0,z <y<l1
K jest operatorem Hilberta-Schmidta, wigc operator G~ jest zwarty.
Stad G posiada zwarta rezolwentg (A] — G) ™!, oraz
1, R,
A= —(-=T+@)!
a  a
Ostatecznie operator A~ jest zwarty.

]

Rozwigzanie rownania stanu (3.19) mozna obliczy¢ za pomoca transformaty Laplace’a dla
operatora C zdefiniowanego przez (1.13) z zatozeniami, ze warunek poczatkowy jest rowny 0:
Q(z,0) = 0,0 < x < 1 oraz operatory stanu i sterowania opisane sa przez (2.6) - (2.8). Jesli
przyjmiemy, ze sygnat sterujacy ma posta¢ funkcji Heaviside u(t) = 1(¢) i stosuje sig¢ (1.14),

wowczas otrzymamy rozwiazanie w nastepujacej formie:

yro®) =1y (EaM”t:) —LO) e ) (3.30)

n=1
Zauwazmy, Ze to samo rozwigzanie mozna obliczy¢ za pomoca (1.31):
t
Q(t) = Po(t)zo + /(I)(t — 7)Bdr =

0

e Ak ka e Ak k+1
N Y (3.31)
gﬂkﬂﬂ)!Z m-) !
o0 Aktka Akt k+1)a
AU 4B
;F(k Tt Z T((k + )a)(k + Da
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Eksperymenty przeprowadzono za pomoca eksperymentalnego systemu pokazanego na ry-
sunku 2.1. OdpowiedZz skokowa systemu zostata przetestowana w zakresie czasu od 0 do
Ty = 300s, parametry proponowanego nowego modelu zostaty obliczone przy uzyciu metody
najmniejszych kwadratéw 1 typowej funkcji kosztu :

Ty

I = /(y — ye)?dt (3.32)
0
Parametry optymalne w sensie powyzszej funkcji kosztowu podane sa w tabeli 3.4, dia-

gramy bezwzglednego bledu aproksymacji dla wielkoSci modelu NV = 151 N = 25 podane sa
na rysunkach 3.6 1 3.7. Poréwnanie jest rowniez zilustrowane przez wyniki dla modelu rz¢du

catkowitego podanego w tabeli 3.4 oraz pokazane na rysunku 3.8.

Tabela 3.4. Parametry modeli catkowitego i utamkowego rzedu oraz wartos¢
funkcji kosztu (3.32).

Model catkowity rzad Niecatkowity rzad
rzad N 15 25 15 25
«a 1 1 0.9752 0.9706
G 0.0009 | 0.0009 | 0.0008 0.0009
R, 0.0275 | 0.0274 | 0.0385 0.0391
Funkcja kosztu(3.32) | 0.0072 | 0.0056 | 0.0036 | 7.7362e-04

Z tabeli 3.4 oraz rysunkow 3.6, 3.7, 3.8 mozna wywnioskowaé od razu, ze zaproponowany
model niecatkowitego rzedu lepiej opisuje rozwazany obiekt nieskoficzenie wymiarowy, niz
model catkowitego rzedu przedstawiony wczesniej. Podsumowujac mozna stwierdzié, ze za-
proponowany model utamkowego rzegdu w przestrzeni stanu dla jednowymiarowego procesu
przewodnictwa cieplnego, mozna zbudowaé poprzez uogélnienie abstrakcyjnego modelu rzgdu
catkowitego. Ponadto doktadnos$¢ proponowanego modelu w sensie funkcji kosztu minimalno-
kwadratowego jest lepsza niz analogiczny model rzgdu catkowitego. Parametry proponowanego
modelu mozna obliczy¢ numerycznie.

Dalsza analiza przedstawionego problemu obejmuje propozycj¢ oraz testowanie ciagtego
modelu w przestrzeni stanu z niecatkowita pochodng przestrzenna, opisang przez operator Rie-
sza - tzw. ciagly model obiektu cieplnego niecatkowitego rzedu “’wzgledem diugosci”. Propo-
nowany model niecatkowitego rzedu w odniesieniu do wspétrzednych przestrzennych uzyskuje
si¢ przez zastapienie pochodnej przestrzennej drugiego rzgdu odpowiednia pochodna rzgdu nie-

catkowitego:

0Q(w,t) _ 9°Q(x,1)

dt ozP

— R,Q(z,t) + b(x)u(t).
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0.01 ! T T T T

btedy modelu

-0.015 M
0 50 100 150 200 250 300

czas [s]

Rys. 3.6. Btad dla modeli z rzgdem catkowitym (.) oraz niecatkowitym (+),

rzad N = 15.

0.01 T T T T T

btedy modelu

-0.015 | i i i i
0 50 100 150 200 250 300

czas [s]

Rys. 3.7. Btad dla modeli z rzgdem catkowitym (.) oraz niecatkowitym (+),
rzad N = 25.

Model ten zbadamy eksperymentalnie w nastgpnym rozdziale, podstawiajac w modelu nie-

catkowitego rzgdu zdefiniowanym wzorami (3.1) - (3.3) warto$¢ a = 1.
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odpowiedz skokowa
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| | |
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Rys. 3.8. OdpowiedZ skokowa modelu rzeczywistego obiektu oraz modelu nie-

catkowitego rzgdu dla N = 25.

3.1.3. Poréwnanie oraz identyfikacja wartosci parametréw ciaglych mo-

deli w przestrzeni stanu

Problemy identyfikacji modeli byly szeroko omawiane przez wielu autoréw, np. w funda-
mentalnej ksiazce [75], przyktadowe identyfikacje modeli rzgdéw utamkowych podano w [10] 1
[76]. Klasyczne podejscie polega na zminimalizowaniu funkcji kosztu jako funkcji parametrow
modelu. Funkcja kosztu opisuje réznicg migdzy odpowiedzia modelu a odpowiedzia rzeczywi-
stego obiektu. Funkcje kosztéw okreslajace jakos¢ proponowanego modelu w przestrzeni sta-
now sa wymagane do opisania zarOwno czasowego, jak 1 przestrzennego rozktadu temperatury
w obiekcie. Ponadto funkcje kosztu nalezy przypisaC na siatce czasu dyskretnego, poniewaz

zaréwno pomiary, jak i obliczenia modelowe sa dyskretne.

Zat6zmy, ze wyjscie systemu y(t¢) zostato zsynchronizowane z czasem probkowania Ty,
maksymalna liczba probek czasowych zebranych podczas eksperymentu byta réwna K. Miara
w k-tym momencie czasowym i j-tym wyjSciu bedzie oznaczona jako y;;_ (k) = y(kTy), k =

1, ..., K, a odpowiedZ modelu w tym samym momencie jest oznaczona przez yj(k)
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Niech liczba swobodnych parametréw modelu bedzie réwna Mp. W naszym przypadku
liczba ta wynosi 4, poniewaz wszystkie parametry: «, (3, a i R, stuza do dopasowania odpowie-
dzi modelu do odpowiedzi obiektu.

Nastepnie wyznaczono réznice miedzy odpowiedzia modelu, a odpowiedzia obiektu rze-

czywistegoy w k-tym momencie czasowym i przy j-tym wyjsciu o e (k):

ef (k) =y, (k) — yj (k) (3.33)

J

Funkcja kosztu MSE w rozwazanym wypadku przyjmuje nastgpujaca postaé ([75]):

1 3 K
MSE = o > el (k) (3.34)

5 j=1 k=1

Wszystkie parametry: «, 5, a i R, modelu 3.3 zostaly obliczone z pomoca Srodowiska
Matlaba przy uzyciu funkcji fminsearch, ktéra minimalizuje koszt (3.34).

Innym waznym problemem jest oszacowanie rzgdu skonczonego wymiaru modelu N.
Mozna to zrobi¢ za pomoca podej$cia zaprezentowanego np. w [75]. Polega on na oblicze-
niu funkcji kosztu (3.34) dla rosnacych wartosci rzgdu N. Jesli obserwuje si¢ znaczng poprawe
funkcji kosztu podczas przejsScia z wartosci N do N + 1, to oszacowany rzad modelu jest réwny
N + 1. Wyniki tak przeprowadzonych testow podano w tabeli 3.5.

Eksperymenty dla wszystkich ciagtych modeli definiowanych w przestrzeni stanu dla roz-
wazanego procesu przewodnictwa cieplnego, zaréwno catkowitego jak i niecatkowitego rzedu,
prezentowanych w rozdziale 2 oraz 3 niniejszej rozprawy, zostaly wykonane przy uzyciu sys-
temu laboratoryjnego przedstawionego w rozdziale 2 i pokazanego na rysunku 2.1. Wyniki tych
badan zostaty opublikowane w [23].

Poréwnywane modele oznaczmy:

model 1 - catkowity rzad, « = 1, § = 2

model 2 - niecatkowity rzad wzglgdem dlugosci, « = 1, § € R

model 3 - niecatkowity rzad wzgledem czasu, o € R, § = 2

model 4 - niecatkowity rzad wzglgdem czasu i dlugosci, « € R, § € R

Podczas badan testowano odpowiedz skokowa pomiedzy 40% a 60% maksymalnej wartosci
sygnatu sterujacego podawanego na obiekt. Rozktad temperatury w czasie i przestrzeni jest
pokazany na rysunku 2.4. Podczas testow czas probkowania byt réwny 7 = 1s, liczba probek
czasu byta réowna K, = 300.

Proponowane modele niecatkowitego rzgdu (model 2, model 3, model 4) zostaty poréwnane

z podstawowym modelem catkowitego rzedu (model 1). Wyniki podano w tabeli 3.5.
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Tabela 3.5. Funkcja kosztu MSE (3.34) dla r6znych N oraz wszystkch testo-

wanych modeli

model 1 | model 2 | model3 | model 4

Rzad a=1, a=1, a € R, a € R,

N 8=2 BER 8=2 BeER
6 0.296082 | 0.210358 | 0.296048 | 0.210324
8 0.175856 | 0.112488 | 0.143381 | 0.061347
10 | 0.140216 | 0.120017 | 0.080125 | 0.078878
12 | 0.153525 | 0.138439 | 0.131474 | 0.125623
14 | 0.138942 | 0.115968 | 0.074268 | 0.060765
16 | 0.134770 | 0.119325 | 0.064554 | 0.063440
18 | 0.144883 | 0.116270 | 0.074788 | 0.044133
20 | 0.140243 | 0.116270 | 0.050416 | 0.041390
22 | 0.139945 | 0.117205 | 0.024154 | 0.007108
24 | 0.140586 | 0.117074 | 0.034738 | 0.010223
26 | 0.138594 | 0.117506 | 0.038179 | 0.112364
28 | 0.139619 | 0.117264 | 0.026374 | 0.007762
30 | 0.139486 | 0.117294 | 0.028256 | 0.008315

Warto$¢ MSE jako funkcje rzedu NV dla wszystkich testowanych modeli pokazano na ry-
sunku 3.9.

Z tabeli 3.5 i rysunku 3.9 mozna wywnioskowad, ze najlepszym modelem opisujacym nasz
obiekt (w sensie minimalizacji funkcji kosztu MSE) jest model z rzgdem niecatkowitym (v, 8 €
R).

Na rysunkach 3.10-3.13 jest por6wnana odpowiedz skokowa wszystkich czterech modeli z

rzeczywista odpowiedzia dla wczesniej wybranego optymalnego rzgdu N.
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0.03 T T T T

o=1, B=2
o=1, BeN

0.025

0.02

MSE

0.015

0.01

0.005

Rys. 3.9. Zaleznos¢é wartosci funkcji kosztu MSE od rzgdu N dla wszystkich

testowanych modeli
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Rys. 3.10. Odpowiedz skokowa obiektu oraz modelu 1 z rzgdem catkowitym
(o = 1, B = 2) oraz optymalnym rzgdem N = 10, a = 0.000806, R, =
0.034214
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0=0.931555, B=2, N=22, a=0.000419, Ra=0.066532
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Rys. 3.11. OdpowiedZ skokowa obiektu oraz modelu 2 z rzedem niecatkowi-
tym (o = 0.931555, 8 = 2) oraz optymalnym rzgdem N = 22, a = 0.000419,
Ry = 0.066532

o=1, p=2.089926, N=14, a=0.000646, Ra:D.D34243
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Rys. 3.12. Odpowiedz skokowa obiektu oraz modelu 3 z rzgdem niecatkowi-
tym (o = 1, 8 = 2.089926) oraz optymalnym rzgdem N = 14, a = 0.000646,
R, =0.034243
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a = 0.000410, R, = 0.0677066
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Do estymacji parametréw wykorzystano znang funkcj¢ kosztu MSE. Oszacowano réwniez
optymalny rzad wszystkich proponowanych modeli w przestrzeni standw.
Whioski z poréwnania badanych ciagltych modeli w przestrzeni stanu eksperymentalnego

obiektu mozna sformutowac nastgpujaco:

— W artykule przedstawiono problem identyfikacji parametréow dla niecatkowitego rzedu

modeli w przestrzeni stanéw procesu wymiany ciepta.

— Poréwnano 4 rézne modele - pierwszy klasyczny - rzedu catkowitego a = 1, § = 2 oraz

3 modele niecatkowitegorzgduaa =1, e Ria e R, =2ia e R, 5 € R.

— Wszystkie proponowane modele niecatkowitego rzedu sa doktadniejsze w sensie funkcji

kosztu MSE niz znany model rzedu catkowitego.

— Najlepszym modelem pod wzgledem minimalizacji funkcji kosztu MSE jest model o
niecatkowitym rzedzie (o, 8 € R). Ten model jest najdoktadniejszy, ale wolniej zbiezny

niz pozostate modele.

— Najszybsza zbiezno$¢ osiaga model rzgdu catkowitego (v = 1,3 = 2), ale jest on naj-

mniej doktadny.

— We wszystkich testowanych modelach doktadno$¢ modelu zalezy od rzgdu aproksymacji

N -1im wyzszy rzad N, tym lepsza doktadnos¢.
— Dla kazdego z modeli mozna wyznaczy¢ optymalny rzad aproksymacji V:
-—a=1,=2-N=10
-—a=1,cR-N =22
—aeR pB=2-N=14

a€ceRBeER-N =22

— W dalszych badaniach bgdzie testowana stabilnos$¢, sterowalno$¢ oraz obserwowalnos¢é

tych modeli.
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3.2. Dyskretny model niecatkowitego rzegdu w przestrzeni

stanu

Rozwazymy teraz model dyskretny naszego obiektu cieplnego niecatkowitego rzedu w prze-
strzeni stanu.
Przy uzyciu definicji réznicy wstecznej utamkowego rzedu (1.53) dyskretne réwnanie stanu

utamkowego rzedu jest okreslone w nastgpujacy sposéb (zobacz [77]):

(AYz)(t + h) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(?)

(3.35)

gdzie z(t) € RY jest wektorem stanu, u(t) € R jest sterowaniem, y(t) € RM jest wyjsciem.
A, Bi C' sa odpowiednio macierzami stanu, sterowania i wyjscia. Jesli krétko oznaczymy k-ty

moment czasowy h x k przez k, to nastgpnie rownanie (3.35) zmienia si¢ na:

(A%z)(k+1) = ATx(k) + BTu(k)

(3.36)
y(k) = CTa(k).
gdzie:
AT = hA. (3.37)
Bt = h"B. (3.38)
ct==cC. (3.39)

Skonczona wersja rozwiazania rownania stanu (3.36) przy uzyciu dykretnego operatora GL

zdefiniowanego wzorem (1.8) przybiera postaé:

2(k+1) = (h"A—c;Dx(0) + Y crpx(k — 1) + h* Bu(k) (3.40)
=1
gdzie:
Gt = A" +al. (3.41)
AF = di Iy (3.42)

W tym miejscu wprowadzimy pojecie praktycznej stabilnoSci. Zostato ono zaprezentowane
przez Prof. T. Kaczorka w [78], rozwazano tez w [79] oraz [80]. Wiaze on stabilnos¢ dyskret-
nego uktadu niecatkowitego rzgdu opisanego réwnaniem stanu (3.36) z asymptotyczng stabil-
noscia jego aproksymowanego rozwiagzania podanego réwnaniem (3.40). Prezentowane ponize;j

warunki stabilnosSci zostaty opublikowane w [29].
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Definicja 21. (Stabilnos¢ praktyczna)
System rzedu utamkowego opisany przez (3.36) jest praktycznie stabilny, jesli jego skoriczenie

wymiarowe rozwiqzanie (3.40) jest asymptotycznie stabilne.

Jesli dodatkowo zatozymy, ze rozwazany system dyskretny FO (3.36) jest dodatni, to mozna
zastosowac proste warunki praktycznej stabilnosci. Warunki te podane sa w [79], [80]. W tym

artykule zostang zastosowane (Twierdzenia 315 w [79]):

Propozycja 2. (Konieczny i wystarczajqacy warunek praktycznej stabilnosci uktadu dodatniego
(3.36) dla statej dtugosci pamieci L)

Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (3.36) o rzedzie 0 < o < 1 jest praktycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy standardowy uktad dodatni:

w(k+1) = (GT+ > A)x(k). (3.43)

Jjest asymptotycznie stabilny.

Propozycja 3. (Konieczny i wystarczajqcy warunek praktycznej stabilnosci uktadu dodatniego
(3.36)) niezaleznie od dtugosci pamigci)

Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (3.36) z rzedem 0 < o < 1 jest praktycznie stabilny dla
kazdej dtugosci pamieci L wtedy i tylko wtedy, gdy standardowy uktad dodatni:

r(k+1)= (A" + Dx(k). (3.44)
Jjest asymptotycznie stabilny.

Oba powyzsze twierdzenia zostang zastosowane do oszacowania stabilnoSci dyskretnego
modelu przewodnictwa cieplnego rozpatrywanego w tej rozprawie.

Model dyskretny wywodzi si¢ bezposrednio z modelu ciagtego (3.20) po zastosowaniu dys-
kretnej wersji definicji GL (1.8). Jego rozwiazanie (3.40) ma postac:

Q (k1) = GHQ (k) Yo ATQ (k1) + Bru(h)

(3.45)
y* (k) =CTQ7(k)
W (3.45) A} jest wyrazone przez (3.42), G, B i C'" maja nastepujaca postac:
G = diag{\},, N5, A5 ).
BT = h°B. (3.46)

ct==C.
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gdzie:
M =a—h* (axn® + R,) . (3.47)

W pracy [20] wykazano, ze widmo uktadu ciaglego w czasie mozna roztozy¢ na pojedyncze,
oddzielne wartoSci wlasne (analogicznie jak w przypadku rzedu catkowitego). Ta wlasnos¢ jest
rowniez odwzorowywana w systemie czasu dyskretnego. W szczegdlnosci rozwiazanie (3.45)
mozna réwniez roztozy¢ na oddzielne ,,podrozwigzania” zwiazane z pojedynczymi wartoSciami
wlasnymi (3.47). Pozwala to na podanie fundamentalnych wynikéw przedstawionych ponize;j.

Prezentacje gléwnych wynikéw rozpoczniemy od dekompozycji modelu dyskretnego

(3.45). Wektor stanu Q™ (k) mozna zapisaé jako:
QT(k)=| .. : (3.48)

Macierze G™ i A;r opisujace rozwiazanie uktadu dyskretnego (3.45) sa macierzami dia-
gonalnymi. W konsekwencji rozwigzanie (3.45) mozna roztozy¢ na N niezaleznych modéw,
powiazanych z n-ta zmienng stanu ¢ (k) i opisanych przez n wartosci wtasnych. Analizg sta-
bilnosci mozna przeprowadzi¢ za pomoca rozwigzania swobodnego. Dla statej dlugosci pamigci

L przyjmuje postaé:
g (k+1) =X g (k Zdlqn n=1,.,N. (3.49)

Wielomian charakterystyczny zwiazany z rozwiazaniem ¢, (k) ma postac:
L
wo(z ) =1= Mz 4 diz (3.50)
=2

Dla kazdej dtugosci pamigci rozwigzanie przyjmuje postac:

g (k+1) = M} ¢ (k Zdlqn . n=1,.,N. (3.51)
1 analogicznie wielomian charakterystyczny ma postac:
wa(z ) =1=Xf 27+ diz (3.52)
1=2

gdzie /\;n ijest wyrazone przez (3.47), d; przez (1.51) lub przez (1.52).
Zauwazmy, ze praktyczna stabilno$¢ lub niestabilno$¢ catego rozwazanego systemu jest
okreslona przez asymptotyczng stabilno$¢ lub niestabilnos¢ jego oddzielnych modéw (3.49)

lub (3.51). Mozna to wyrazi¢ nastgpujacymi uwagami:
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Uwaga 1. (Praktyczna stabilnos¢ dyskretnego, zdekomponowanego systemu niecatkowitego

rzedu)

1. Dyskretny system niecatkowitego rzedu (3.45) bedzie praktycznie stabilny dla statej
dtugosci pamigci L wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy mod jego rozwiqzania (3.49) jest
asymptotycznie stabilny.

2. Dyskretny system niecatkowitego rzedu (3.35) bedzie praktycznie stabilny dla kazdej dtu-
gosci pamigci L wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy mod jego rozwiqzania (3.51) jest asymp-

totycznie stabilny.

Uwaga 2. (Niestabilnos¢ dyskretnego, zdekomponowanego systemu niecatkowitego rzedu)

1. Dyskretny system niecatkowitego rzedu (3.45) bedzie niestabilny dla statej dtugosci
pamigci L wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej jeden niestabilny mod jego
rozwiqzania (3.49).

2. Dyskretny system niecatkowitego rzedu (3.35) bedzie praktycznie niestabilny dla kazdej
dtugosci pamieci L wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej jeden niestabilny mod

jego rozwiqzania (3.51).

Praktyczng stabilno$¢ systemu dyskretnego, z ktérym mamy do czynienia, mozna bezpo-
Srednio przetestowac za pomoca obu powyzszych uwag. Wymaga to od nas przetestowania
lokalizacji pierwiastkéw kazdego charakterystycznego wielomianu (3.50) dlan = 1,..., V.
Stopien kazdego wielomianu jest rowny L + 1. Sprawia to, ze korzystamy wylacznie z metod
numerycznych i mozna to zrobi¢ z pomoca Matlaba. Przedstawiony zostanie réwniez przyktad
takiego testu stabilnosci.

Jednak dekompozycja réwnania stanu i mozliwos¢ testowania stabilnosci poprzez badanie
rozproszonych systemow skalarnych N pozwalaja na sformutowanie analitycznych warunkéw
stabilnosci. W tym celu zostang uzyte Twierdzenia 2 i 3. Zanim zaczniemy, nalezy krétko omé-
wié¢ pozytywno$¢ rozwazanego systemu.

Na poczatku nalezy zauwazy¢, ze analiza stabilno$ci wymaga od nas rozwazenia tylko za-
chowania stanu Q*(k), wejscia i wyjScia systemu, opisane operatorami B i C' nie wymagaja
analizy. Od razu mozna zauwazy¢, ze operatorem stanu dla ukladu ciagltego w czasie (3.6),
(3.7) jest macierz Metzlera (definicja macierzy Metzlera podana jest np. w [79]). Oznacza to,

ze ciagly w czasie stan naszego uktadu jest dodatni i asymptotycznie stabilny.
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Twierdzenia 2 i 3 sg formulowane przy uzyciu systeméw standardowych. Mozna je tatwo
skonstruowa¢ dla kazdego modu naszego zdekomponowanego systemu z osobna. n-ty zdekom-

ponowany, standardowy system ma posta¢ dla statej dlugoSci pamigci L:

L
g (k+1) = (A;n+2dl> ¢ (k), n=1,..,N. (3.53)
1=2
System (3.53) jest systemem skalarnym pierwszego rzedu z jedng wartoscia wtasng )\jL":
L
Ao =0+ di (3.54)
1=2
i dla kazdej dlugosci pamigci:
q:(k +1) = (AN, + 1) q:(k), n=1,.,N. (3.55)

Warto$¢ wlasna uktadu (3.55) jest rowna:
Ar =h\g, + 1. (3.56)

n-ty mod zdekomponowanego systemu (3.53) lub (3.55) bedzie asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy: [A[, | < 11ub [A} | < 1. Caly system bedzie stabilny wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie jego mody sa asymptotycznie stabilne. Pozwala to na sformutowa-
nie warunkéw analitycznych wigzacych praktyczng stabilno$¢ z rozmiarem modelu NV, czasem

probkowania h i dlugoscia pamigci L. Warunki te sa formutowane nastgpujaco:

Propozycja 4. (Maksymalny rozmiar modelu N zapewniajqcy praktyczng stabilnos¢é modelu

dyskretnego dla statej dtugosci pamieci L)

1. rozwazamy dyskretny model procesu wymiany ciepta opisany przez (3.45),
2. rozwiqzanie modu n zdekomponowanego systemu wyraza si¢ wzorem (3.49),
3. standardowy system niecatkowitego rzedu powiqzany z n-tym modem ma postac (3.53).

Wielkos¢ N skoriczenie wymiarowej aproksymacji zapewniajqcej praktyczng stabilnosé¢ modelu

dyskretnego (3.45) spetnia nastepujqcq nierownosc:

|-

L+1

l+a—h"R,+ > 4q

N < Int T . (3.57)
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Propozycja 5. (Maksymalny rozmiar modelu N zapewniajqcy praktyczng stabilnos¢ modelu
dyskretnego dla kazdej dtugosci pamigci)

ZatozZenia:

1. rozwazamy dyskretny model procesu wymiany ciepta opisany przez (3.45),
2. rozwiqzanie modu n zdekomponowanego systemu jest wyrazone przez (3.51),

3. standardowy system niecatkowitego rzedu powiqzany z n-tym modem ma postac (3.55).

Maksymalny wymiar N skoriczenie wymiarowej aproksymacji zapewniajqcej praktycznq stabil-

nos¢ modelu dyskretnego (3.45) spetnia nastepujacq nierownosc:

_ o %
Nw((M) ) 358)
heanB

Innym waznym problemem podczas stosowania 1 implementacji rozwazanego dyskretnego
modelu niecatkowitego rzgdu procesu wymiany ciepta jest oszacowanie wartoSci czasu probko-
wania h niezb¢dnego do zachowania praktycznej stabilno$ci modelu dla ustalonego, skoniczo-
nego rzedu N. Zwigkszenie N poprawia doktadno$¢ modelu. Moze to zacheci¢ do uzywania
wysokiego rzedu N niezaleznie od innych ograniczen. Wtedy rozwigzaniem moze by¢ krétszy
czas probkowania h. Odpowiednie warunki mozna réwniez sformutowa¢ za pomoca odpowied-

nich oszacowan:

Propozycja 6. (Maksymalny okres probkowania h zapewniajqcy praktyczng stabilnosé¢ modelu
dyskretnego dla statej dtugosci pamieci L)

Zatozenia:

1. rozwazamy dyskretny model procesu wymiany ciepta opisany przez (3.45),
2. rozwiqzanie modu n zdekomponowanego systemu jest wyraZone przez (3.51),

3. standardowy system niecatkowitego rzedu powiqzany z n-tym modem ma postac (3.55).

Maksymalny rozmiar h okresu probkowania zapewniajqcy praktyczng stabilnosé¢ modelu dys-

kretnego (3.45) spetnia nastepujqcq nierownosc:

Q=

L
1+Oé+2dl

=2
h < m . (3.59)
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Propozycja 7. (Maksymalny okres probkowania h zapewniajqcy praktyczng stabilnos¢ modelu
dyskretnego dla kazdej dtugosci pamieci L)

ZatozZenia:

1. rozwazamy dyskretny model procesu wymiany ciepta opisany przez (3.45),
2. rozwiqzanie modu n zdekomponowanego systemu jest wyrazone przez (3.51),

3. standardowy system niecatkowitego rzedu powiqzany z n-tym modem ma postac (3.55).

Maksymalny rozmiar h okresu probkowania zapewniajqcy praktyczng stabilnos¢é modelu dys-

kretnego (3.45) spetnia nastepujqcq nierownosc:

9 a
h —_— | . 3.60
= <a7r5n5 + Ra> (3.60)

Analogicznie jak powyzej warunek (3.60) jest przypadkiem granicznym warunku (3.59).
Rozwazmy przyklad obiektu cieplnego z rozdziatu 2. Liczbowe wartosci parametrow
obiektu obliczono numerycznie (patrz [20]) z wykorzystaniem funkcji kosztu MSE. Sa one

podane w tabeli 3.6.

Tabela 3.6. Parametry obiektu cieplnego

Parametr « 15} a R,

warto$¢ | 0.9430 | 1.9847 | 0.0005 | 0.0591

Dla uktadu z parametrami podanymi w tabeli 3.6 maksymalne wymiary modelu NV dla r6z-
nych h oszacowane wzgledem warunkéw (3.57) - (3.58) podano w tabeli 3.7. Maksymalne

wartos$ci okresu prébkowania A dla statych warto$ci wymiaru modelu /N podano w tabeli 3.7.

Tabela 3.7. Maksymalny wymiar modelu N dla r6znych okreséw prébkowa-

nia h

Okres prébkowania h [s] | 0.5 | 1 2
Npaz dla L=50 29 | 20 | 15
Ninao dla kazdego L 29 | 20 | 15

Aby zweryfikowal powyzsze wyniki na rysunkach 3.14 1 3.15 pokazano przyktadowe
widma uktadéw standardowych, obliczone jako zbiory wartoSci wiasnych (3.54). Aby zwe-
ryfikowa¢ wyniki widma catego dyskretnego systemu obliczono pierwiastki wielomianéw cha-

rakterystycznych (3.50).
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Tabela 3.8. Maksymalny wymiar okresu probkowania h dla ustalonego wy-

miaru modelu NV

Wymiar modelu NV 10 20 30 40
hmaz [s] dla L=50 3.7971 | 1.0471 | 0.4764 | 0.2708

hmaz [8] dlakazdego L | 3.7934 | 1.0461 | 0.4760 | 0.2706

Rys. 3.14. Widma uktadéw stabilnych: h=1 s, N=20.

Oba diagramy 3.14 i 3.15 potwierdzaja poprawnos¢ zaproponowanych warunkéw stabilno-

s .

SCI1.
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Rys. 3.15. Widma uktadéw niestabilnych: h=1s, N=25.

Rozwazmy jeszcze mozliwos¢ zastosowania skoficzenie wymiarowego dyskretnego modelu

dla potrzeb cyfrowej implementacji w sterowniku PLC.

Roéwnania (3.36) opisuja nieskoriczenie wymiarowy model, wynikajacy bezposrednio z
réwnania (3.20). Jego skoriczenie wymiarowa aproksymacja wymiaru N jest opisana ana-
logicznie, ale operatory (3.46) sa interpretowane jako macierze. Rozwiazanie dyskretnego réw-

nania stanu mozna obliczy¢ bezposrednio za pomoca wzoru podanego przez réwnanie (3.45).
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Cyfrowa implementacja modelu (3.45) wymaga od nas ustawienia dlugosci pamigci L, tak
aby zapewniona byta zadana doktadno$¢. Jego sensowna ocena jest kluczowym problemem
podczas cyfrowej implementacji modeli niecatkowitego rzgdu. Zazwyczaj ten parametr powo-
duje problemy podczas implementacji, poniewaz musi by¢ stosunkowo duzy. Niestety rzad roz-
patrywanego modelu jest rowniez wysoki (N = 22 dla przypadku ciagtego). Oznacza to, ze
oszacowanie rozsadnych rzedéw N oraz L przed cyfrowa implementacja jest waznym zagad-
nieniem. Mozna go rozwigzaé numerycznie za pomocg podejScia przedstawionego na przyktad
w artykule [20].

Eksperymenty zostaty wykonane przy uzyciu systemu przedstawionego w rozdziale 2. Dys-
kretny model (3.45) zostat zbadany przy uzyciu funkcji kosztu MSE (3.34).

Celem badan byto oszacowanie wartoSci wymiaru skoficzonego modelu N i dtugosci pa-
migci L, zapewniajacych akceptowalng doktadnosS¢ prezentowanego, dyskretnego modelu nie-
catkowitego rzgdu. Aby to zrobi¢, obliczono wartosci funkcji kosztu (3.34) dla r6znych wartosci
N 1, a nastgpnie wykre§lono wykres 3D - rysunek 3.16.

Wyniki przedstawiono w tabeli 3.9 oraz na rysunku 3.17.

Tabela 3.9. Funkcja kosztu MSE (3.34) dla réznych rzedéw N i1 wszystkich

testowanych modeli

L 20 40 60 80 100 120 140 160
N
8 | 0.1134 | 0.1027 | 0.0901 | 0.0794 | 0.0714 | 0.0655 | 0.0612 | 0.0582
10 | 4.0430 | 3.8739 | 3.7606 | 3.6906 | 3.6906 | 3.6193 | 3.6011 | 3.5890
12 | 1.3441 | 1.2896 | 1.2591 | 1.2401 | 1.2282. | 1.2207 | 1.2160 | 1.2130
14 | 0.1137 | 0.1026 | 0.0868 | 0.0733 | 0.0632 | 0.0560 | 0.0508 | 0.0472
16 | 2.2272 | 1.7243 | 2.0186 | 1.9760 | 1.5203 | 1.5110 | 1.4624 | 1.4975
18 | 0.1680 | 0.1365 | 0.1048 | 0.0823 | 0.0669 | 0.0565 | 0.0493 | 0.0444
20 | 0.2011 | 0.2059 | 0.1716 | 0.1446 | 0.1252 | 0.1115 | 0.1017 | 0.0948
22 | 0.2711 | 0.2157 | 0.1443 | 0.0994 | 0.0742 | 0.0582 | 0.0484 | 0.0426
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Rys. 3.16. Zalezno$¢ funkcji kosztu MSE (3.34) dla réznych rzgdéw N i

wszystkich testowanych modeli
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Rys. 3.17. OdpowiedzZ skokowa obiektu oraz modelu z niecatkowitym rzgdem
(a = 0.9319, 8 = 2.0306) oraz optymalnego rzgdu N = 18, L = 100,
a = 0.000561, R, = 0.0548
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Wyniki przedstawione w tym rozdziale mozna zastosowac podczas cyfrowej implementacji
omawianego dyskretnego modelu rz¢du niecatkowitego w sterowniku PLC. Taki model zawsze
jest kompromisem pomigdzy doktadnoscia a mozliwosciami platformy cyfrowej. Podejscie za-
proponowane w tym rozdziale mozna réwniez uog6lni¢ na inne systemy niecatkowitego rzedu
opisane réwnaniem stanu z diagonalng macierza stanu. Taki model mozna uzyska¢ poprzez

transformacj¢ do postaci kanonicznej Jordana.

3.3. Ciagly model w postaci transmitancji hybrydowej nie-

catkowitego rzedu

Wyniki zawarte w [69] pokazuja, Zze dobry w sensie doktadnos$ci model niskiego rzedu
mozna budowac jako potaczenie funkcji catkowitego oraz utamkowego rzgdu. Do modelowania
obiektow o wysokim rzgdzie proponuje si¢ nastgpujace modele (patrz [19]):

1
(To, s + 1)(T,s + 1)m

Gi(s) = (3.61)

gdzie: T,,, oraz T,,, oznaczaja stale czasowe utamkowego oraz catkowitego rzedu, 0 < a; < 1
oraz n; € Z oznaczaja kolejno utamkowy i catkowity rzad transmitancji. Powyzszy model zo-
stat przedstawiony w pracy [69]. Element utamkowego rzedu s“!' w transmitancji (3.61) mozna
przybliza¢ za pomoca aproksymacji ORA, wyrazonej przez (1.35) - (1.40).

Alternatywny model proponowany jest nastgpujaco:

1
(Ta25 + 1)a2 (Tms + 1)n2

Ga(s) = (3.62)

gdzie: T, oraz T, oznaczaja rOwniez stale czasowe rzedu ulamkowego oraz catkowitego,
0 < ag < 1 oraz ny oznaczaja kolejno rzad utamkowy i catkowity transmitancji. Elementarny
element inercyjny rzgdu utamkowego we wzorze (3.62) jest przyblizany za pomoca
aproksymacji Charefa (1.43)-(1.49).

Odpowiedz skokowa kazdej powyzszej aproksymacji jest opisana ponize;j:

1
(Tag s+1)>2

1
Y2(t) = ﬁfl{gGLz(S)} (3.63)

We wzorze (3.63) G 2(s) jest opisane przez (3.61) lub (3.62).
Doktadnos$¢ powyzszych proponowanych modeli mozna oszacowac za pomoca nastgpujacej

funkcji kosztu:

I, = / (y(t) — yo(0)) dt (3.64)
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We wzorze (3.64) y(t) oznacza odpowiedZ skokowa rzeczywistego obiektu, a y,,(f) oznacza
odpowiedzZ skokowa odpowiedniego rozpatrywanego modelu.

Waznym problemem podczas korzystania z obu proponowanych modeli moze by¢ skrécenie
si¢ aproksymowaych zer, wyrazonych przez (1.36) lub (1.47) przez bieguny czesci catkowitej
rzgdu réwnego TLM lub TLM odpowiednio. To znacznie zmniejsza doktadno$¢ modelu i nalezy
tego unikaé. Analiz¢ podobnego problemu przeprowadzono w pracy [81].

Nastepnie zostanie pokazane uzycie obu proponowanych modeli hybrydowych (3.61) 1
(3.62) do modelowania rozpatrywanego obiektu cieplnego.

Parametry tych modeli minimalizujace funkcj¢ kosztu (3.64) zostaty obliczone przy uzyciu
pakietu MATLAB, funkcja fminsearch. Otrzymane parametry podane sa w tabelach - dla
modelu (3.61) w tabeli 3.10 oraz dla modelu (3.62) w tabeli 3.11.

Tabela 3.10. Parametry modelu (3.61)

Parametr || ny aq T, T, I w; | wy
Wartosci || 2 || -0.5779 | 426.0690 | 21.7087 | 0.1306 | 0.1 | 10
Wartosci || 3 || 19.5602 | 96.959 | 22.1088 | 0.0560 | 0.1 | 10

Tabela 3.11. Parametry modelu (3.62)

Parametry || no o T, T, I A
Wartosci 2 | 0.6628 | 32.3744 | 24.6591 | 0.0995 | 0.5
Wartosci 3 104773 | 55.6602 | 14.6059 | 0.0091 | 0.5

Odpowiedz skokowa modelu (3.61) pokazana jest na rysunku 3.18, odpowiedz skokowa
modelu (3.62) jest pokazana na rysunku 3.19.

Poréwnanie wszystkich omawianych modeli transmitancji catkowitych oraz utamkowych
przy pomocy funkcji kosztu (3.64) oraz podsumowanie ich rzgdéw aproksymacji jest zebrane
w tabeli 3.12.
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Rys. 3.19. OdpowiedzZ skokowa: obiektu (linia ciagta), modelu (3.62) z no = 2

(oznaczone jako "+") oraz modelu (3.62) z no = 3 (oznaczone ".")
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Tabela 3.12. Poréwnanie modeli catkowitego oraz utamkowego rzedu

Parametr funkcja | rzad
kosztu
(3.64)
model w przestrzeni stanu (2.2)-(2.12) 0.0156 25
transmitancja Kupfmuellera (2.13) 0.0039 12
transmitancja Strejca (2.15) 0.1514 3
Proponowany model utamkowego rzedu (3.61) || 0.0560 8
Proponowany model utamkowego rzedu (3.62) || 0.0091 8

Z tabeli 3.10 mozemy wywnioskowac, ze rzad catkowity n; = 3 dla modelu (3.61) zapewnia

lepsza doktadnos¢ modelu w sensie funkcji kosztu (3.64) niz model z ny = 2.

Whiosek z tabeli 3.10 jest rowniez analogiczny - wyzszy rzad catkowity no = 3 dla modelu

(3.62) daje doktadniejszy model w sensie funkcji kosztu (3.64) niz model z rzgdem n, = 2.

Model inercjalny (3.62) jest nieco doktadniejszy niz model (3.61) zawierajacy elementarny

element rézniczkowo-inercyjny.

Istotnym problemem podczas uzytkowania obu proponowanych modeli hybrydowych jest
problem skracania si¢ biegunéw aproksymacji z zerami czgSci rzedu catkowitego. Moze sig¢
to pojawié, gdy biegun uzytego przyblizenia jest rOwny biegunowi czg¢sci rzedu catkowitego.
Zjawisko to powoduje utrat¢ doktadnos$ci modelu i nalezy go unikac¢ (patrz [81]).

Wyniki symulacji pokazuja, ze doktadnoS¢ w sensie funkcji kosztu (3.64) obu proponowa-
nych modeli hybrydowych utamkowego rzedu jest dobra i zblizona do modeli "klasycznych":
roéwnania stanu catkowitego rzedu oraz transmitancji drugiego rzgdu z opdZnieniem. Jednocze-
$nie - rzad obu proponowanych modeli hybrydowych jest znacznie mniejszy, niz rzedy modelu

catkowitego w przestrzeni stanu oraz modeli transmitancji Kupfmuellera oraz Strejca.

3.4. Dyskretny model transmitancji niecatkowitego rzedu z
opo6Znieniem

Alternatywnym podejSciem do modelowania rozwazanego obiektu cieplnego, mniej ztozo-
nym od modeli niecatkowitego rzgdu w przestrzeni stanu, jest zastosowanie modelu transmi-
tancji z opdznieniem. Transmitancja w przypadku catkowitego rzgdu ma posta¢ dobrze znanej

transmitancji Kiipfmiillera, opisanej wzorem (2.14).
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Modele transmitancji z opéZnieniem dla réwnania (2.14) mozna wyrazi¢ w postaci dyskret-
nej, hybrydowej transmitancji G*(z!) zawierajacej calkowity oraz niecatkowity rzad. Cal-
kowity rzad transmitancji reprezentowany jest jako opdznienie, natomiast niecatkowity rzad
modelowany jest przy uzyciu aproksymacji CFE (1.56) jako inercja.

Proponowane modele mozemy zapisaé w postaci (wyniki opublikowane w [24]):

k.ef‘r]_s

Groi(s) = 7= | (3.65)
ke—’rzs

Groa(s) = (3.66)

(Tos® + 1)(Tss? + 1)
Stosujac aproksymacje¢ CFE (1.56) do transmitancji (3.65) oraz (3.66) oraz zaktadajac, ze

op6Znienia 7y i T2 s3 mnoznikami proby czasu h uzyskujemy:

+ —1y Z_NlQaM(Z_l)
GFOI(Z ) - TaPaM(Z_l) + QO{M(Z_]-) (367)

22 Qan (27 )Qpu (27"
(ToPors(z71) + Qanr (271)) (T Poar (271) + Qpar(271))

gdzie P oraz () oznaczaja licznik 1 mianownik aproksymacji CFE (1.56), M jest rzgdem CFE

GJﬁcoz(Zil) =

(3.68)

oraz 7 = Njh. Wazna zaleta stosowania CFE jest to, ze wymaga ona uzycia stosunkowo
niskiego rzedu M (zwykle M < 10), aby uzyska¢ dobra doktadnos¢. Odpowiedzi skokowe obu
modeli mozna obliczy¢ za pomoca funkcji Matlaba step.

Badania zostaly wykonane przy uzyciu systemu eksperymentalnego przedstawionego w
rozdziale 2, dyskretny model czasu zostat zbadany przy uzyciu funkcji kosztu, ktéra w roz-

wazanym aktualnie przypadku przyjmuje postac nastgpujaca ([75]):

1 &

MSE = - > (y(kh) =yt (k). (3.69)

% k=1

gdzie K jest liczba wszystkich zebranych probek ze wszystkich czujnikéw, y jest ekspery-
mentalna odpowiedzia zmierzona w dyskretnych krokach czasowych kh, y* jest odpowiedzia
czasowg testowanego modelu, obliczong wzdluz tej samej siatki czasowe;.

Parametry obu proponowanych modeli obliczane przy uzyciu optymalizacji funkcji kosztu
(3.69) sa podane w tabelach 3.13 oraz 3.14.

Dodatkowo w tabelach 3.13 i 3.14 poréwnano wyniki z wynikami dla modeli rzgdu catko-
witego (2.14), uzyskanymi przy uzyciu tej samej funkcji kosztu (3.69).

Dla wszystkich badan rzad aproksymacji byt réwny M = 5, czas préby byl réwny h = 1s.
Poréwnanie odpowiedzi skokowych dla obiektu oraz dla kazdego modelu niecatkowitego rzgdu

przedstawiono na rysunkach 3.20 oraz 3.21.
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Tabela 3.13. Optymalne parametry i funkcja kosztéw MSE (3.69) dla modelu
(3.65) oraz dla modelu catkowitego rzedu (2.14)

Nr czujnika a, T, Ni, | MSE T, Ni, | MSE
1 1.2183 | 38.0751 8 1 0.0944 29.0422 | 10 | 0.1133
2 1.5433 | 99.1564 | 16 | 0.0093 43.6374 | 23 | 0.0301
3 1.6967 | 195.5599 | 27 | 0.0033 82.7001 | 30 | 0.0182

Tabela 3.14. Optymalne parametry i funkcja kosztéw MSE (3.69) dla modelu
(3.66) oraz dla modelu catkowitego rzedu (2.14)

Nr czujnika Q, 0, Tw Ts No, | MSE To1 Too Ny | MSE
1 1.4704 | 0.7138 | 24.6555 | 43.8919 | 3 | 0.0434 28.3752 | 44113 | 6 | 0.0857
2 1.5703 | 0.8997 | 57.8378 | 48.3222 | 8 | 0.0043 40.1456 | 10.5969 | 15 | 0.0089
3 1.7666 | 1.1558 | 173.3362 | 64.1773 | 10 | 0.0021 60.6850 | 18.9781 | 26 | 0.0033

Z tabel 3.13 i 3.14 oraz rysunkéw 3.20 i 3.21 mozna wywnioskowac, ze zaproponowane
dyskretne modele niecatkowitego rzgdu sa w stanie doktadniej opisaé rozktad temperatury w
rozwazanym obiekcie doSwiadczalnym, niz znane modele transmitancji catkowitego rzedu z
opOZnieniem.

Zaproponowane hybrydowe modele niecatkowitego rzedu z opdZnieniem sa w stanie pre-
cyzyjnie opisa¢ dynamike rozwazanego obiektu cieplnego (nizszego rzgdu i mniejszej wartosci
funkci kosztu MSE niz odpowiadajacy im model rzedu catkowitego). Giéwna zaleta propono-
wanych modeli jest to, ze dobra doktadno$¢ modelu uzyskuje si¢ dla jego stosunkowo niskiego
rzgdu - jest to suma rzedu przyblizonego CFE (réwnego 5) i rzgdu catkowitej czgSci opisujace;j
op6Znienie jako wielokrotno$¢ czasu probkowania.

Kody zrédtowe oprogramowania w Srodowisku Matlab, na podstawie ktérych zostaly wy-
generowane powyzsze wyniki, zostaty umieszczone w Dodatku A.

Modele oméwione w tym rozdziale zostaty zaimplementowane w sterowniku PLC, a wyniki
testow przedstawiono w rozdziale 4.

Dodatkowo, przeprowadzono testy obliczajace parametry modeli (3.65), (3.66) oraz (2.14)
minimalizujace funkcje kosztu (3.69) z wykorzystaniem jednej z metod heurystycznych inspi-

rowanych biologicznie, tj. algorytm kukutki. Wyniki przedstawiono w Dodatku C.
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Rys. 3.20. Odpowiedz skokowa obiektu oraz modelu (3.65)
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Rys. 3.21. OdpowiedZ skokowa obiektu oraz modelu (3.66)
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4. Implementacja PLC podstawowego operatora

ulamkowego rzedu

Sterowniki PLC od wielu lat sa silq napgdowa automatyki przemystowej. Sprzet i oprogra-
mowanie systemoéw PLC sa znormalizowane (norma IEC 61131), a ich platformy programi-
styczne oferuja potezne narzedzie do implementacji kazdego algorytmu sterowania. Jednakze
wigkszos$¢ wdrozen obejmuje sterowanie logiczne, sterowanie sekwencyjne i sterowanie PID,
chociaz platformy PLC umozliwiaja réwniez realizacj¢ bardziej ztozonych zadan, na przyktad
algorytmow sterowania opartych na specjalistycznych algorytmach lub systeméw wykrywania
bledow.

W tym rozdziale zostanie zaprezentowana implementacja podstawowego operatora niecat-
kowitego rzedu s na platformie PLC oraz zostana zbadane wtasnosci czasu rzeczywistego tej
implementacji. Pojedynczy operator s jest podstawowym sktadnikiem transmitancji utamko-
wej ﬁ Autorka rozprawy nie bada calej transmitancji ﬁ, gdyz czynnikiem decyduja-
cym o szybkosci obliczen jest czas wyznaczenia cztonu s“, a takze wyniki dla samego operatora
s sa uniwersalne (w sensie zbieznos$ci i szybkoSci wykonania) i moga tez by¢ wykorzystane
np. do szacowania szybkos$ci dziatania regulatora FOPID. Wskazane dzialania rowniez sa pla-
nowane do wykonania w przysztoSci.

Rozwazany element s jest aproksymowany za pomoca znanych dyskretnych przyblizen
PSE i CFE. Operator, z ktérym mamy do czynienia, jest istotng czg¢scia regulatora PID utam-
kowego rzg¢du 1 innych algorytméw sterowania FO. Jako przyktad przedstawiono wdrozenie na
platformie SIEMENS SIMATIC S7 1200 oraz SIEMENS SIMATIC S7 1500. Por6wnano obie
zaproponowane aproksymacje PSE 1 CFE w sensie dokladnoSci, zbieznoSci oraz czasu wyko-
nania obliczen operatora catkowo-rézniczkowego utamkowego rzedu na platformie PLC.

Testowany model jest dyskretng wersja modelu dla czasu ciagtego, niecatkowitego rzgdu
w przestrzeni stanu, zaproponowanego w rozdziale 3. Dyskretyzacja operatora catkowo-
rézniczkowego dokonana z wykorzystaniem oméwionego wczesniej modelu zostata potrak-
towana za funkcj¢ zalezna od rzgdu modelu oraz dtugosci pamigci niezbgdnej do prawidiowe;j

estymacji operatora niecatkowitego rzedu.
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Wyniki eksperymentéw pokazuja, ze implementacja PLC elementu utamkowego rzedu z
wykorzystaniem aproksymacji PSE oraz CFE moze by¢ wykonana z wykorzystaniem podej-
Scia obiektowego, gdzie doktadnos¢ aproksymacji jest okreSlona przez jego rzad oraz dlugosé
pamigci. Przyblizenie CFE jest znacznie szybsze niz PSE, a jego doktadnos¢ jest poréwnywalna
z doktadnoscia PSE.

4.1. Ogoélne uwagi na temat implementacji specjalnych al-

gorytmow sterowania na platformie PLC

Ogo6lne ramy oprogramowania PLC okre$la norma IEC 61131-3 (ostatnia aktualizacja zo-
stala opublikowana w listopadzie 2013 r.). Standard ten zostal opisany w fundamentalnej
ksigzce [82], poprzednie wersje normy zostaly oméwione réwniez w [83]. Wykorzystanie me-
tod formalnych w programowaniu sterownikéw PLC omdéwiono np. w [84], przyktad imple-
mentacji specjalnego, modelowego algorytmu sterowania na platformie soft PLC firmy SIE-
MENS przedstawiono np. w [85].

Pomimo tego, ze norma IEC 61131 opisuje wszystkie aspekty programowania PLC, kazdy
rzeczywisty system PLC zawiera réwniez szereg specyficznych szczeg6étéw z nim niekompaty-
bilnych. Nalezy to wzia¢ pod uwage podczas kazdej rzeczywistej implementacji. Przyktadowo
system SIEMENS 300/400/1200/1500 zapewnia bloki organizacyjne (OB), bloki danych (DB)
1 specyficzne typy danych PLC.

Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze algorytm implementujacy element utamkowego rzgdu ma cechy
algorytmu specjalnego.

Implementacja specjalnego algorytmu sterowania w PLC powinna odbywac si¢ z uwzgled-
nieniem ogdlnych wytycznych sformutowanych w normie. Jednak w konkretnej sytuacji nie sa

one wystarczajace 1 nalezy rowniez spetni¢ dodatkowe zalozenia (patrz np. [73]):

— Obliczenia nalezy podzielié¢ na mniejsze, prostsze czg¢sci, zaimplementowane jako osobne

POU (Program Organization Unit) tj. FC (Function) oraz FB (Function Block),

— Wszystkie obliczenia niekonieczne do wyznaczania podczas pracy w czasie rzeczywi-
stym: warto$ci wspéiczynnikdw, samostrojenia itp. nalezy wykonywac poza PLC. Mozna
je wykona¢ za pomoca skryptow SCADA lub MATLAB, a wyniki nalezy przesta¢ do
PLC. Alternatywnym pomystem jest wyliczanie tych wspétczynnikéw w PLC raz na ja-
kiS czas (np. podczas dostrajania sterownika lub po zmianie parametréw) i zapisywanie

ich do pamigci nieulotne;,
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— Czas wykonania programu na platformie PLC powinien by¢ oszacowany lub przetesto-

wany, aby unikna¢ btedéw czasowych,

— Zlozone wyrazenia matematyczne nalezy pisaC przy uzyciu jezykow tekstowych (IL, ST),
implementacj¢ catego programu mozna wykonac przy uzyciu jezykéw graficznych (LD,
FBD lub SFC),

— Algorytm musi by¢ rozwigzywany ze stalym okresem prébkowania, ktérego odmierzenie
musi by¢ wykonane przez zegar czasu rzeczywistego sterownika. Szczegétowe metody
zapewnienia tego zaleza od konkretnego systemu. Na przyktad na platformie SIEMENS
taka funkcjonalnos¢ zapewniaja bloki organizacyjne OB30-OB38. Sa one wywotywane
przez system operacyjny ze stalym przerwaniem czasowym réwnym h, koniecznym do
zdefiniowania. Oczekuje si¢, ze wszystkie czgSci programu wymagane do oceny przy
zachowaniu stalego czasu prébkowania, zostang wywotane przez jeden z tych blokow. W

rozwazanym wypadku zastosowano blok OB30.

4.2. Systemy doSwiadczalne uzyte w badaniach

W przeprowadzonych badaniach wykorzystano dwa zestawy systeméw PLC ze sterowni-
kiem PLC SIEMENS 1200 oraz PLC SIEMENS 1500. Rodzina S7 1200 cechuje si¢ mniejsza

mocg obliczeniowa, niz 1500, ale jest znacznie tansza.

4.2.1. Sterownik PLC SIEMENS 1200

Implementacj¢ operatora catkowo-r6zniczkowego utamkowego rzedu wykorzystujaca
aproksymacje PSE oraz CFE przeprowadzono na systemie PLC pokazanym na rysunku 4.1.
Zestaw zawiera nastgpujace elementy: PLC SIEMENS 1200 z CPU 1212C, panel HMI SIE-
MENS KTP400 oraz switch przemystowy CSM1277. System potaczony jest z komputerem PC
z oprogramowaniem SIEMENS TIA PORTAL v13 poprzez PROFINET. Wszystkie parametry
do eksperymentéw wprowadzano za pomoca HMI, wykorzystywano go roéwniez do zbierania

wynikow zapisywanych na pendrive w formacie tekstowym.

Oprogramowanie sterownika PLC SIEMENS 1200 implementujace testowane elementy FO
zostato przygotowane z wykorzystaniem standardowych elementéw dostgpnych na platformie

TIA PORTAL v13 z uwzglednieniem ogdlnych uwag podanych w Rozdziale 4.1.1.
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PLC 1 CSM 12771 HMI_1
CPU 1212C CSM 1277 KTP400 Basic PN

Rys. 4.1. Konstrukcja systemu doswiadczalnego ze sterownikiem SIEMENS
S7 1200

4.2.2. Sterownik PLC SIEMENS 1500

Testy spetnienia wymagan czasu rzeczywistego podczas realizacji obliczen utamkowych
przeprowadzono z wykorzystaniem prostego uktadu PLC pokazanego na rysunku 4.2. Zawiera
nastepujace elementy: PLC SIEMENS CPU 1511-1 PN, nr kat. 6ES7 511-1AK00-0ABO z firm-
ware 1.8, potaczony z komputerem PC z oprogramowaniem SIEMENS TIA PORTAL v13 po-
przez PROFINET. Wszystkie parametry do testéw wprowadzano za pomocg aplikacji SCADA
zaimplementowanej na komputerze PC z wykorzystaniem oprogramowania WinCC. Uzywano
go réwniez do zbierania wynikow. Moduly wejscia i wyjScia nie zostaty zastosowane, poniewaz

nie byly potrzebne do przeprowadzenia testow.

Rail_o

Properties

|.SlProperties  |%iiinfo |2l Diagnostics

|| General | 10tags | System constants | Texts |

Catalog information

Short designation: |CPU 15111 PN ]

Description:

constant bus cyc % z ~

T Tt

Article number: |6ES7 S11-1AKO0-OABO |

Firmware version: [vis ]

Rys. 4.2. Konstrukcja systemu doswiadczalnego ze sterownikiem SIEMENS
S7 1500
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4.3. Implementacja operatora na platformie SIEMENS SI-
MATIC

Gtéwne obszary zastosowania rachunku utamkowego rzedu w automatyce to: sterowanie
rzgdem utamkowym oraz modelowanie procesOw o dynamice trudnej do opisania innymi spo-
sobami. Regulacja utamkowego rz¢du obejmuje gtéwnie regulatory PID utamkowego rzgdu
(FOPID). Regulatory FOPID byty prezentowane przez wielu Autoréw, a ich przydatnos$¢ zo-
stala udowodniona (zobacz [6], [86], [55], [87], [88]). Implementacja PLC sterownika FO zo-
stala przedstawiona na przyktad w [89].

Praktyczna implementacja regulatoréw i modeli FO powoduje jednak szereg probleméw,
generowanych gtéwnie przez fakt, ze operator rézniczkowania/catkowania utamkowego rzedu
jest niemozliwy do doktadnej implementacji i wymaga stosowania przyblizen mozliwych do
cyfrowej implementacji. Mozna tego dokonac¢ stosujac aproksymacje FOBD (Fractional Order
Backward Difference), PSE (Power Series Expansion), CFE (Continuous Fraction Expansion)
lub dyskretna wersje aproksymacji ORA (Ostaloup Recursive Approximation).

Rozdzial ma na celu pokazanie sposobu implementacji podstawowego elementu FO s w
PLC z uwzglednieniem podejsScia obiektowego, opisanego w normie IEC61131. Rozwazany
element jest elementarng ,,cegietka” do implementacji wielu sterownikéw rzgdu utamkowego i
modeli na platformie PLC. Do implementacji zastosowano aproksymacje PSE oraz CFE.

Oprogramowanie sterownika PLC implementujace testowane elementy FO zostalo przygo-
towane z wykorzystaniem standardowych elementéw dostepnych na platformie TIA PORTAL
v13 z uwzglednieniem ogélnych uwag podanych w Rozdziale 4.1.

Gtéwne komponenty oprogramowania dla aproksymacji PSE zostaty opisane w tabeli 4.1.

Gtéwne komponenty oprogramowania dla aproksymacji CFE zostaty przedstawione w ta-
beli 4.2.
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Tabela 4.1. Komponenty oprogramowania dla aproksymacji PSE

Jednostka Typ i nr | Nazwa Opis

Organi- jednostki | symbo-

zacyjna liczna

Programu

Function FC1 PSEcalc | Funkcja obliczajaca wspéiczynniki

(FC) aproksymacji PSE wedlug (1.51).

Function FB1 PSE Blok funkcyjny obliczajacy odpowiedZ

Block (FB) elementu FO ze wzoru (1.55).

Organisation | OB1 Main Gtéwny blok organizacyjny programu.

Block (OB) Zawiera warunkowe wywotanie funk-
cji PSEcalc. Wywolanie jest urucha-
miane przyciskiem F1 na HMI, wyniki
sa zapisywane w nieulotnym bloku da-
nych DB3.

Organisation | OB30 Cyclic Blok organizacyjny uruchamiany przez

Block (OB) interrupt | przerwanie zegarowe ze stalym czasem
prébkowania. Wywotuje blok FB1, ob-
liczajac czas odpowiedzi testowanego
elementu FO.

Data Block | DB3 PSEcoeff | Blok danych =zapisujacy obliczone

(DB) wspotczynniki  aproksymacji  PSE.
Znajduje si¢ w pamigci nieulotne;j.

Data Block | DB4 PSEDB Blok danych powiazany z blokiem

(DB) funkcyjnym FB1.
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Tabela 4.2. Komponenty oprogramowania dla aproksymacji CFE

Jednostka Typ i nr | Nazwa Opis

Organi- jednostki | symbo-

zacyjna liczna

Programu

Function FC1 CFEcalc | Funkcja obliczajaca wsp6tczynniki

(FC) aproksymacji CFE wedtug [57].

Function FB1 CFE Blok funkcyjny obliczajacy odpowiedZ

Block (FB) elementu FO ze wzoru (1.57).

Organization | OB1 Main Gtéwny blok organizacyjny programu.

Block (OB) Zawiera warunkowe wywotanie funk-
cji CFEcalc. Wywotanie jest urucha-
miane przyciskiem F1 na HMI, wyniki
sa zapisywane w nieulotnym bloku da-
nych DB1.

Organization | OB30 Cyclic Blok organizacyjny uruchamiany przez

Block (OB) interrupt | przerwanie zegarowe ze stalym czasem
prébkowania. Wywotuje blok FB1, ob-
liczajac czas odpowiedzi testowanego
elementu FO.

Data Block | DB1 CFEcoeff | Blok danych zapisujacy obliczone

(DB) wspotczynniki  aproksymacji  CFE.
Znajduje si¢ w pamigci nieulotne;j.

Data Block | DB2 CFEDB Blok danych powiazany z blokiem

(DB) funkcyjnym FB1.
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Wszystkie elementy programu zostaly potaczone za pomoca znacznikéw PLC, ktére sa od-
powiednikami zmiennych reprezentowanych bezposrednio opisanych w normie IEC61131-3.
Zmienne adresowane bezposrednio w PLC i zmienne panelu HMI sa zebrane w tabelach odpo-

wiednio 4.3 oraz 4.4.

Tabela 4.3. Zmienne sterownika PLC SIEMENS 1200 / 1500

Name Data Type Logical Address = Comment

calculate_CFE Bool %M0.0 Conditional CFE coefficients calculating
Yout Real %MD4 Output signal

Uin Real %MD8 Input signal

M uSint %MB1 Order of CFE approximation

a Real %MD12 a coefficient

alfa Real %MD24 Fracional order

control_ON Bool %MO0.1 Input signal ON

Samples_count Int %MW128 Number of samples

Tabela 4.4. Zmienne panelu HMI

Name Connection PLC tag DataType Length Access Method Acquisition mode Acquisition cycle
El HMI_Connection_1 a Real 4 Symbolicaccess  Cyclic in operation 1s
M HMI_Connection_1 M USInt 1 Symbolic access  Cyclic in operation 1s
alfa HMI_Connection_1 alfa Real 4 Symbolic access  Cyclic in operation 1s
calculate_CFE HMI_Connection_1 calculate_CFE Bool 1 Symbolic access  Cyclic in operation 1s
control_ON HMI_Connection_1 control_ON Bool 1 Symbolic access  Cyclic in operation 1s
Yout HMI_Connection_1 Yout Real 4 Symbolic access  Cyclic in operation 1s
Uin HMI_Connection_1 Uin Real 4 Symbolic access  Cyclic in operation 1s
pen_removed <No Value> <No Value> Bool 1 <No Value> Cyclic in operation 1s
sample_count HMI_Connection_1 Samples_count Int 2 Symbolic access  Cyclic in operation 1s

Kody 7Zrédtowe do blokéw funkcyjnych zastosowanych w implementacji programowej dla
sterownikow PLC zostaty zamieszczone w Dodatku zawierajacym kody zrédlowe oprogramo-
wania PLC. Kody zZrédlowe FC 1 FB zostaty napisane w jezyku wysokiego poziomu STEP7
SCL, ktory jest odpowiednikiem jezyka ST z normy IEC61131-3.

4.4. Testy spelnienia wymagan czasu rzeczywistego podczas

realizacji obliczen utamkowych

W prezentowanym rozdziale zostanie przetestowana implementacja elementarnego opera-
tora catkowo-rézniczkowego rzgdu utamkowego na platformie PLC pod katem spetnienia wy-
magan czasu rzeczywistego. Rozwazany element jest aproksymowany za pomoca dyskretnych
przyblizen PSE 1 CFE. Wdrozenie zostalo wykonane na platformie SIEMENS SIMATIC S7
1500 (Rozdziat 4.2.2). Zimplementowane aproksymacje PSE oraz CFE bgeda poréwnane pod

katem czasu odpowiedzi.
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Testy czasOw wykonania podczas obliczenn wspétczynnikéw oraz oszacowania obu testo-
wanych aproksymacji zostaly wykonane za pomoca funkcji R7T_I N F'O dostgpnej na platfor-
mie S7 1500. Funkcje i instancje blokéw funkcyjnych opisane wczesniej zostalty wywotane
z poziomu bloku OB30, ktéry zostal skonfigurowany z uzyciem jezyka drabinkowego. Sche-
mat blokowy programu LD zastosowanego do testow spelnienia wymagan czasu rzeczywistego

przedstawiono na rysunku 4.3.
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Rys. 4.3. Diagram LD zastosowany do testow

Testy spelnienia wymagan czasu rzeczywistego podczas realizacji obliczenn utamkowych
przeprowadzono dla réznych wartosci ulamkowego rzedu o oraz rzedu aproksymacji PSE
L =10, 20, 30, 40, 50, 100, 200. oraz rz¢du aproksymacji CFE M = 1,2, 3,4, 5. Aproksymacje
zastosowano z czasem probkowania i réwnym 1 s, liczba pobranych probek K, byta réwna
50. Wartos$ci dodatnie o (réznicznikowanie) i ujemne (catkowanie) badano oddzielnie. Czasy
wykonania dla testow aproksymacji PSE podano w tablicach 4.5 1 4.6.

Czasy wykonania dla testéw aproksymacji CFE podano w tablicach 4.7 1 4.8.

Whioski z testéw spelnienia wymagan czasu rzeczywistego podczas realizacji obliczen

utamkowych mozna sformutowaé nastgpujaco:

— Elementarny obiekt rzgdu utamkowego wyrazony transmitancja s* mozna zaimplemen-

towaé na platformie PLC przy uzyciu znormalizowanych narzedzi programowych,

— Czas realizacji implementacji CFE jest znacznie krétszy niz w przypadku PSE,
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Tabela 4.5. Czasy wykonywania funkcji PSEcoeftf (obliczanie wspétczynni-

kéw d; dla aproksymacji PSE) w [ms]

L=10 | L=20 | L=30 | L=40 | L=50 | L=100 | L=200
a=0.25 | 0,9 0,9 0,9 0,9 1 0,9 1
a=0.5 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 1 1
a=0.75 | 0,9 1 1 0,9 1 1 1
a=-0.25 | 0,9 0,9 0,9 1 0,9 1 1
a=-0.5 |09 0,9 1 1 1 1 1
a=-0.75 | 0,9 0,9 1 1 1 1 1

Tabela 4.6. Czasy wykonywania bloku funkcyjnego instancji PSE (obliczenie

aproksymacji PSE) w OB30 w [ms]

L=10 | L=20 | L=30 | L=40 | L=50 | L=100 | L=200
a=0.25 | 3,7 6,2 8,0 9,1 9,5 36,3 143,2
a=0.5 3,8 6,3 8,1 9,1 9,6 36,5 143.,4
a=0.75 | 3,8 6,3 8,2 9,2 9,5 36,5 143,4
a=-0.25 | 3,7 6,3 8,1 9,1 9,5 36,4 143,3
a=-0.5 | 3.8 6.4 82 9,2 9,6 36,5 143,4
a=-0.75 | 3.8 6.3 81 9.3 9,5 36,6 143,5

Tabela 4.7. Czasy wykonywania funkcji CFEcoeff (obliczenie wspoétczynni-

kéw wy, 1 vy, dla aproksymacji CFE w [ms]

M=1 | M=2 | M=3 | M=4 | M=5
a=0.25 | 0,61 | 0,63 | 0,67 | 0,69 | 0,77
a=0.5 0,61 | 0,63 | 0,67 | 0,69 | 0,76
a=0.75 | 0,62 | 0,63 | 0,68 | 0,69 | 0,76
a=-0.25 | 0,63 | 0,64 | 0,68 | 0,69 | 0,77
a=-05 1]0,63 | 0,65 | 0,68 | 0,7 0,78
a=-0.75 | 0,62 | 0,63 | 0,67 | 0,68 | 0,77
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Tabela 4.8. Czasy wykonywania instancji bloku funkcyjnego CFE (obliczanie
aproksymacji CFE) w OB30 w [ms]

M=1 | M=2 | M=3 | M=4 | M=5
a=0.25 | 0,15 | 0,15 | 0,15 | 0,14 | 0,14
a=0.5 0,15 | 0,14 | 0,14 | 0,14 | 0,14
a=0.75 | 0,15 | 0,14 | 0,14 | 0,14 | 0,14
a=-0.25 | 0,14 | 0,14 | 0,14 | 0,14 | 0,14
a=-05 |0,15 | 0,14 | 0,14 | 0,14 | 0,14
a=-0.75 | 0,15 | 0,14 | 0,14 | 0,14 | 0,14

— Czasy podczas wykonywania obliczen FO silnie zaleza od rzedu aproksymacji. Implikuje
to fakt, ze aproksymacja CFE jest znacznie szybsza niz PSE, ktéra wymaga znacznie

wigkszej dtugosci pamigci niezbgednej do uzyskania dobrej doktadnosci.

Wyniki eksperymentéw pokazuja, ze implementacja PLC elementu utamkowego rzedu dla
aproksymacji CFE jest znacznie szybsze niz dla aproksymacji PSE. Zastosowanie aproksymacji
CFE pozwala na otrzymanie poprawnie dzialajacego elementu rzgdu utamkowego o rozsadnym
rzgdzie 1 krétkim czasie wykonania. Mozna to wskazaé jako zaletg tej metody w poréwnaniu
z aproksymacja PSE, gdzie podobna doktadno$¢ wymaga od nas zastosowania znacznie wyz-
szego rzgdu 1 bardziej ztozonego modelu. Pozwala to na sformutowanie ostatecznego wniosku,
ze metoda CFE moze by¢ rekomendowana do stosowania w trudnych implementacjach czasu

rzeczywistego.

4.5. Testy dokladnosci i zbieznoSci

W rozdziale zostang przedstawione wyniki testow dotyczacych badania doktadnoSci oraz
zbieznoS$ci aproksymacji PSE oraz CFE.
Doktadno$¢ obu rozwazanych aproksymacji PSE (1.55) oraz CFE (1.57) zostanie oszaco-

wana za pomoca standardowej funkcji kosztu MSE (Medium Square Error):

K

1 2
MSE = >~ (y(kh) = vhgu crs(k)) @.1)

S

gdzie K to liczba wszystkich prébek sygnatu, y to analityczna odpowiedZ czasowa obliczona w
dyskretnych krokach czasowych kh, y;gs p/orp O odpowiedzZ czasowa aproksymacji PSE/CFE,
obliczane na tej samej siatce czasowej i w odniesieniu do (1.55) lub (1.57). Jesli zatozymy, ze

sygnal wejsciowy u(t) jest funkcja Heaviside’a: u(t) = 1(t), to y(t) = yan(t), gdzie y,, jest
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analityczng odpowiedzia skokowa elementu o transmitancji s*, opisang nastgpujaco:

tfa

=) 4.2)

yan<t> -

Analityczny wzor na odpowiedz skokowa (4.2) bedzie interpretowany jako wzorzec do osza-
cowania doktadnosci obu testowanych implementacji PLC. Metoda wykorzystana do wyboru
elementu optymalnego (wartoSci parametrow poszczegdlnych modeli) bedzie algorytm deter-
ministyczny Neldera-Meada realizowany przy uzyciu funkcji Matlaba fminsearch.

Pokazane zostang réwniez wykresy zaleznosci wartosci funkcji kosztu MSE i czasu trwania
obliczen od dtugosci pamigci L w aproksymacji PSE oraz wartosci rzgdu M w aproksymacji
CFE dla r6znych rzedéw a.

Testy modelu dla aproksymacji PSE oraz CFE przeprowadzono z wykorzystaniem systemu
eksperymentalnego PLC SIEMENS 1200, ktéry zostal pokazany w rozdziale 4.2.1.

Najpierw przedstawione zostana wtasnoSci aproksymacji PSE. Jej doktadno$¢ zostata
sprawdzona za pomoca funkcji kosztu MSE (4.1). Testy przeprowadzono dla r6znych wartosSci
utamkowego rzedu « oraz rzgdu aproksymacji PSE L = 10, 20, 30, 40, 50, 100 1 200. Zastoso-
wano aproksymacj¢ PSE przy czasie probkowania h rownym 1 s, liczba pobranych prébek K
byta réwna 50. WartoSci dodatnie « (r6znicznikowanie) i ujemne (catkowanie) badano oddziel-
nie. Warto$ci funkcji kosztu (4.1) dla wszystkich testow podano w tablicach 4.9 1 4.10. Wykresy
zaleznosSci funkcji kosztu MSE i czasu odpowiedzi od wartosci L przedstawiono na rysunkach
4.414.5.

Tabela 4.9. Funkcja kosztu MSE (4.1) dla aproksymacji PSE dla dodatnich

wartoscl o

a=025| a=050 | a=0.75
L=10 | 1.1664 0.9246 1.1387
L=20 | 0.2680 0.4788 1.0750
L=30 | 0.1145 0.4201 1.0686
L=40 | 0.0850 0.4104 1.0678
L=50 | 0.0820 0.4095 1.0677
L=100 | 0.0820 0.4095 1.0677
L=200 | 0.0820 0.4095 1.0677
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Tabela 4.10. Funkcja kosztu MSE (4.1) dla aproksymacji PSE dla ujemnych

wartosci «
a=-0.25| a=-0.50 | a=-0.75
L=10 35.4139 655.6779 6265.6482
L=20 9.3249 206.3641 2318.2036
L=30 2.1109 51.3412 638.5235
L=40 0.2757 6.1833 80.5312
L=50 0.0501 0.1685 0.2527
L=100 | 0.0501 0.1685 0.2527
L=200 | 0.0501 0.1685 0.2527
a=0.5
1 T T T
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Rys. 4.4. Zaleznos¢ funkcji kosztu MSE i czasu trwania od dtugosci pamigci

L dla o = 0,5 w aproksymacji PSE
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Rys. 4.5. Zalezno$¢ funkcji kosztu MSE i czasu trwania od dtugo$ci pamigci

L dla a = —0,5 w aproksymacji PSE

Nastepnie przetestowano aproksymacj¢ CFE. Jej doktadno$¢ réwniez oszacowano za po-
moca funkcji kosztu MSE (4.1). Testy przeprowadzono dla r6znych wartosci rzgdu utamkowego
a 1 réznych wartosci rzedu aproksymacji CFE rownych M = 1...5. Zastosowano aproksyma-
cj¢ Tustina (a = 1) przy czasie probkowania h réwnym 1 s, liczba pobranych prébek K byta
rowna 50. Dodatnie wartosci « (rézniczkowanie) i ujemne wartosci (catkowanie) testowano
oddzielnie. Wartosci funkcji kosztu (4.1) dla wszystkich testéw podane sa w tablicach 4.11 i
4.12. Wykresy zaleznosci funkcji kosztu MSE 1 czasu dziatania w zaleznosci od dlugosci M

przedstawiono na rysunkach 4.6 1 4.7.

E. Gawin Zastosowanie rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu w modelowaniu cyfrowym
procesow przewodnictwa cieplnego



4.5. Testy doktadnosci i zbieznosci

101

Tabela 4.11. Funkcja kosztu MSE (4.1) dla aproksymacji CFE dla dodatnich

wartosci o

Tabela 4.12. Funkcja kosztu MSE (4.1) dla aproksymacji CFE dla ujemnych

wartosci o

a=0.25| a=050 | a=0.75
M=1 | 5.0838 4.6758 2.2865
M=2 | 1.1845 1.1265 1.2097
M=3 | 0.3229 0.5522 1.0920
M=4 ] 0.1256 0.4357 1.0720
M=5 | 0.0885 0.4136 1.0690

a=-025|a=-0.50| a=-0.75
M=1 | 69.0932 899.0891 5281.0921
M=2 | 19.7334 235.8201 906.2536
M=3 | 4.1168 40.2426 109.7010
M=4 | 0.6651 5.3124 11.6897
M=5 | 0.1263 0.7404 1.4017
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Rys. 4.6. Zaleznos¢ funkcji kosztu MSE i czasu trwania od dtugo$ci pamigci

L dla a = 0,5 w aproksymacji CFE
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Rys. 4.7. Zaleznos¢ funkcji kosztu MSE i czasu trwania od dtugosci pamigci

L dla « = —0, 5 w aproksymacji PSE

Odpowiedzi skokowe aproksymacji PSE w poréwnaniu z CFE oraz wzorem analitycznym
(4.2) podano na rysunkach 4.8 1 4.9.
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Rys. 4.8. Odpowiedzi skokowe aproksymacji PSE i CFE w poréwnaniu z od-

powiedzig analityczna dla oo = 0,5
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Rys. 4.9. Odpowiedzi skokowe aproksymacji PSE i CFE w poréwnaniu z od-

powiedzig analityczng dla o = —0, 5
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Wykresy odpowiedzi skokowej obiektu oraz modelu z réznymi warto$ciami rzgdu « oraz
r6znymi wartoSciami digosci pamigci L dla aproksymacji PSE oraz réznymi rzgdami M dla

aproksymacji CFE przedstawiono odpowiednio w tabelach 4.13 oraz 4.14.

Tabela 4.13. OdpowiedZ skokowa: obiektu (czerwona linia) oraz modelu z

réznymi warto$ciami rzedu « oraz r6znymi rzgdami L dla aproksymacji PSE
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Tabela 4.14. OdpowiedZ skokowa: obiektu (czerwona linia) oraz modelu z

réznymi warto$ciami rz¢du « oraz réznymi rzgdami M dla aproksymacji CFE
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Whioski z badan przeprowadzonych w tym rozdziale mozna sformutowac nastgpujaco:

— Elementarny uktad rzgdu utamkowego, wyrazony przez transmitancj¢ s*, mozna zaim-
plementowac na platformie PLC przy uzyciu znormalizowanych narzgdzi programowych

1 podejscia obiektowego zalecanego przez norme IEC 61131,

— Doktadno$¢ modelu jest okreSlona przez rzad aproksymacji: wyzszy rzad daje wigksza

doktadnos¢,

— Aproksymacja CFE wymaga od nas uzycia znacznie krotszej pamigci niz metoda PSE,

— Czas realizacji implementacji CFE jest znacznie krétszy niz w przypadku PSE. Jedno-

czes$nie doktadnos¢ obu prezentowanych metod jest poréwnywalna,

— Zastosowanie aproksymacji CFE pozwala uzyskac¢ poprawnie dziatajacy element rzedu
utamkowego o sensownym rzedzie. Mozna to wskazac na zalet¢ tej metody w przeciwien-
stwie do aproksymacji PSE, gdzie podobna doktadno$¢ wymaga od nas uzycia znacznie

wyzszego rzgdu 1 bardziej ztozonego modelu.

Wyniki eksperymentéw pokazuja, ze implementacja PLC elementu utamkowego rzedu dla
aproksymacji CFE jest znacznie szybsza niz dla aproksymacji PSE. Jej doktadnos¢ jest akcep-
towalnie mniejsza. Pozwala to na sformutowanie ostatecznego wniosku, ze metoda CFE moze

by¢ rekomendowana do stosowania w trudnych implementacjach czasu rzeczywistego.
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Podsumowanie

Niniejsza praca zawiera opracowanie, analiz¢ teoretyczna, identyfikacje oraz weryfikacje
doswiadczalng dla nowych, zaproponowanych przez autork¢ modeli niecatkowitego rzedu dla
proceséw przewodnictwa cieplnego.

Poréwnano cztery modele ciagle zdefiniowane w przestrzeni stanu: pierwszy klasyczny,
rzgdu caltkowitego oraz trzy nowe modele niecatkowitego rzgdu. Wszystkie proponowane mo-
dele niecatkowitego rzedu sa doktadniejsze w sensie funkcji kosztu MSE niz ich odpowiedniki
catkowitego rzedu. Najlepszym modelem pod wzgledem minimalizacji funkcji kosztu MSE jest
model o niecatkowitym rzgdzie zaré6wno wzdtuz dlugosci, jak i1 czasu.

Przestawiono nowa, efektywna obliczeniowo dyskretng metod¢ rozwigzywania réwnan nie-
catkowitego rzgdu, bazujaca na aproksymacji CFE. Zaproponowano réwniez dyskretne modele
w przestrzeni stanu wykorzystujace aproksymacje dyskretne FOBD oraz CFE. Opracowano i
zweryfikowano doSwiadczalnie nowe modele transmitancyjne niecatkowitego rzgdu w postaci
hybrydowych transmitancji ciagltych i dyskretnych.

W ostatniej czgsci dokonano implementacji na sterowniku PLC podstawowego elementu
utamkowego rzedu z uzyciem dyskretnych aproksymacji FOBD i1 CFE. Wyniki do§wiadczalne
wskazuja, ze model dyskretny moze by¢ implementowany na platformach cyfrowych PLC.

Na podstawie przeprowadzonych badan oraz uzyskanych wynikow mozna stwierdzié, ze

tezy pracy zostaty udowodnione, gdyz:
1. Modele ciagte w przestrzeni stanu zostaly opracowane i zweryfikowane do§wiadczalnie.

2. Nowe hybrydowe modele transmitancyjne zostaty opracowane i zweryfikowane doSwiad-

czalnie.

3. Modele dyskretne w przestrzeni stanu zostaty opracowane i zweryfikowane doSwiadczal-
nie. Badania testowe dyskretnych implementacji PLC podstawowego operatora utamko-
wego wykazaly, ze moze on by¢ zaimplementowany na platformie PLC ze spetnieniem

wymagan dotyczacych zaréwno doktadnosci, jak i wymagan czasu rzeczywistego.
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Ze wzgledu na brak czasu nie udalo si¢ bezposrednio zaimplementowac zadnego z modeli
na PLC i jest to w planach dalszych badan. Jako dalsze prace w tym kierunku mozna zapro-
ponowac uktady predykcji i detekcji awarii zwigzanych z przegrzewaniem si¢ elementéw oraz
konstrukcje algorytméw sterowania bazujacych ma modelu obiektu wykorzystujacych zbudo-
wane modele. Innym kierunkiem dalszych badan jest uwzglgdnienie niepewnoSci parametrow
modeli. Niepewnos¢ ta moze by¢ opisana np. przez liczby przedziatlowe. W najblizszej przy-
sztosci planuje si¢ rowniez optymalizacj¢ proponowanych modeli niecatkowitego rzgdu z uzy-

ciem metod metaheurystycznych inspirowanych przez nature.
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Dodatek A: Kody zrédiowe oprogramowania w Ma-
tlabie

clc
clear

tic

for i= 1:1:30
wej=[1.5145,1.4176, 39.6257, 71.0073];

wej=[1.5433,99.1564];

[wynik (i, :) ]=fminsearch (@ (wej) piecyk_dyskr_tf del_lrz(wej, i),
wej);

jak (1)= piecyk_dyskr_tf del lrz (wynik (i, :),1i);

1
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end
toc

jak'

plot (jak)

wynik

function [wsp_w,wsp_v]=dfodl_EG(order,Ts,a,alfa)

if order==
wsp_w=[1, —-alfa, 2+alfa~2/5, -alfa/5-2xalfa”3/35, alfa"2/5,
-alfa/b5];
wsp_v=[1, alfa, 2+alfa”2/5, alfa/5+2*xalfa”3/35, alfa"2/5,
alfa/5];

else if order==
wsp_w=[1, -alfa, alfa”2/3, -alfa/3];
wsp_v=[1, alfa, alfa”2/3, alfa/3];
else
wsp_w=1[];
wsp_v=1[];
end

end
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function[MSE]=piecyk_dyskr_tf del_ 1lrz_ CALK (we]j,nr)

alfa=1;
Talfa=wej(1l);

M=5;

N=nr;

h=1;
Tfin=300;

mD=zeros (1,N+1);
mD(1)=1;
sysD=tf ([1],mD,h);

[l1foda,mfodal=dfodl_EG(M,h,1,alfa);

lfa=mfoda;

mfa=Talfaxlfoda+mfoda;

sysF=tf(lfa,mfa,h);

sysW=series (sysD, sysF) ;

load piecyk_3_cels;

sensor_no=1;

y=piecyk_3_cels(1:300, sensor_no);

czas=1l:1:1length(y);

ym=step (sysW, czas) ;
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k=(y (300) -y (1)) /ym(300);

e2=((y-y (1)) -kxym) ."2;
MSE=sum(e2) /300;

plot (czas,y (1) tkxym, 'blue',czas,y(l)+(y-y(l)), 'red");

grid;

xlabel ('time [s] ")

ylabel ('Temperature ["oC]")

function[MSE]=piecyk_dyskr_tf del 1lrz(wej,nr)
alfa=wej(1);

Talfa=wej(1l);

M=5;

N=nr;

h=1;
T£fin=300;

mD=zeros (1,N+1);

mD (1)=1;

sysD=tf ([1],mD,h);

[lfoda,mfodal=dfodl_EG(M,h,1,alfa);

lfa=mfoda;
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mfa=Talfa*xlfoda+mfoda;

syskF=tf(lfa,mfa,h);

sysW=series (sysD, sysF) ;

load piecyk_3_cels;

sensor_no=1;

y=piecyk_ 3_cels(1:300, sensor_no);

czas=1l:1:1length(y);

ym=step (sysW, czas) ;

k=(y (300) -y (1)) /ym(300);

e2=((y-y (1)) -k*ym) ."2;
MSE=sum(e2) /300;

plot (czas,y (1) +kxym, 'blue',czas,y(1l)+(y-y (1)), 'red");

grid;

xlabel ('time [s] ')

ylabel ('Temperature ["0oC] ")

function [MSE]=piecyk_dyskr_tf_del_ 2rz_ CALK(we],nr)

alfa=1;
beta=1;
Talfa=wej(1l);
Theta=wej(2);
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M=5;

N=nr;

h=1;
Tfin=300;

mD=zeros (1,N+1);

mD (1)=1;
sysD=tf ([1],mD,h);

[l1foda,mfodal=dfodl_EG(M,h,1,alfa);
lfa=mfoda;

mfa=Talfaxlfodat+mfoda;

sysF=tf (lfa,mfa,h);

[1fodb, mfodb]=dfodl_EG(M,h,1,alfa);
1fb=mfodb;

mfb=Tbetaxlfodb+mfodb;

sysFb=tf (1fb,mfb, h);

sysF=series (sysFa, sysFb) ;
sysW=series (sysD, sysF) ;

load piecyk_3_cels;

sensor_no=1;

y=piecyk_3_cels(1:300, sensor_no);

czas=1l:1:1length(y);

ym=step (sysW, czas) ;
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k=(y (300) -y (1)) /ym(300);

e2=((y-y (1)) -kxym) ."2;
MSE=sum(e2) /300;

plot (czas,y(l) tkxym, 'blue',czas,y(l)+(y-y (1)), 'red");

grid;

xlabel ('time [s]')
ylabel ('Temperature ["0oC]")

function[MSE]=piecyk_dyskr_tf del 2rz(wej,nr)

14

alfa=wej (1

14

)
beta=wej (2)
Talfa=wej (1

2

)i
).

14

Tbeta=wej (
M=5;
N=nr;

h=1;
Tfin=300;

mD=zeros (1,N+1);

mD (1)=1;
sysD=tf ([1],mD,h);

[l1foda,mfodal=dfodl_EG(M,h,1,alfa);
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lfa=mfoda;

mfa=Talfaxlfoda+mfoda;

sysF=tf (lfa,mfa,h);

[l1fodb, mfodb]=dfodl_EG(M,h,1,alfa);
lfb=mfodb;

mfb=Tbetaxlfodb+mfodb;

sysFb=tf (1fb,mfb, h);

sysF=series (sysFa, sysFb);
sysW=series (sysD, sysF) ;

load piecyk_3_cels;

sensor_no=1;
y=piecyk_3_cels(1:300, sensor_no);
czas=1l:1:1length(y);

ym=step (sysW, czas) ;

k=(y (300)-y (1)) /ym(300);

e2=((y-y (1)) -kxym)."2;
MSE=sum (e2) /300;

plot (czas,y (1) tkxym, 'blue',czas,y(1l)+(y-y (1)), 'red");

grid;
xlabel ("time [s]")
ylabel ('Temperature ["oC]")

E. Gawin Zastosowanie rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu w modelowaniu cyfrowym

procesow przewodnictwa cieplnego
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test_FO_s1200/PLC_1 [CPU 1212C AC/DC/Rly] / Program blocks

CFE_calc [FC1]

FE_calc Properties

Numbering automatic
Title Author Comment Family
Version 0.1 User-defined
ID
FE_calc
Name Data type Default value Comment
w Input
n USInt rzad aproksymacji
T Real okres probkowania do obliczen
a Real wspdlczynnik
r Real rzad ulamkowy do zamodelowania
w Output
w CFE_licz Array[0..5] of Real
CFE_licz[0] Real
CFE_licz[1] Real
CFE_licz[2] Real
CFE_licz[3] Real
CFE_licz[4] Real
CFE_licz[5] Real
w CFE_mian Array[0..5] of Real
CFE_mian[0] Real
CFE_mian[1] Real
CFE_mian[2] Real
CFE_mian([3] Real
CFE_mian[4] Real
CFE_mian[5] Real
InOut
w Temp
k Real wspotczynnik
b0 Real
b1 Real
b2 Real
b3 Real
b4 Real
b5 Real
a0 Real
al Real
a2 Real
a3 Real
a4 Real
a5 Real
m Int wskaznik petli do inicjalizacji
Constant
w Return
CFE_calc Void
0001
0002
0003 //Funkcja rbdzniczkowania i caltkowania ulamkowego ze strony
0004 //Petrasa:
0005 //
0006 //http://people.tuke.sk/igor.podlubny/USU/matlab/petras/dfodl.m
0007 //function sysdfod:=dfodl(n,T,a,r)
0008 // sysdfod:=dfodl(n,T,a,r): new digital fractional order differentiator
0009 // AND integrator
0010 //
0011 // Output: :=>
0012 // Discrete system in the form OF the rational approximation - IIR filter
0013 // obtained BY continued fraction expansion OF a new generating function.
0014 //
0015 // Inputs: <:=
0016 // n: order OF truncation n::=(1 2 3 4 5)
0017 //
0018 //T: sampling period in [sec]
0019 // a: weighting factor between Euler AND Tustin rules ( 0 <:= a <:= 1)
0020 // 0 - Euler rule, 1 - Tustin rule, 1/7 - Al-Alaoui rule, etc.
0021 // r: approximated fractional order (s**r), r is generally real number
0022 //
0023 // Author: Dr. Ivo Petras (ivo.petras@mail.com)
0024 // URL: http://ivopetras.tripod.com/
0025 //
0026 // Note: This approach is based on the original Al-Alaoui's work.
0027 //
0028 // Copyright (c), 2003.
0029 //
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0030
0031
0032
0033
0034
0035
0036
0037
0038
0039
0040
0041
0042
0043
0044
0045
0046
0047
0048
0049
0050
0051
0052
0053
0054

0055

0056

0057

0058

0059
0060
0061
0062
0063
0064
0065
0066
0067
0068
0069
0070
0071

0072

0073

0074

0075

0076

0077

0078
0079
0080
0081
0082
0083
0084
0085
0086
0087
0088
0089
0090
0091
0092

0093

//inicjalizacja:
FOR #m := 0 TO 5 DO
#CFE_licz[#m] := 0.0;
#CFE mian([#m] := 0.0
END_FOR;

#k 1= ((L+#a) /#T)**#r;

IF (#n=1) THEN

#00 := 2 / (#a * #r + #a + #r - 1);

#bl = - (#r + #a * #r - #a + 1) / (#a * #r + #a + #r - 1);
#a0 := 2 / (#a * #r + #a + #r - 1);

#al := 1;

//przypisanie wyniku:

#CFE_licz[0] := #b0;

#CFE_licz[1] := #bl;

//

#CFE_mian[0] := #a0;

#CFE mian[1] := #al;

//sysl:=tf (k*[b0 bl], [a0 al],T, 'Variable', 'z**-1");
//sysdfod:=sysl;
ELSIF (#n=2) THEN

#D0 = 12 / (#a ** 2 * $T *¥*¥ 2 + 3 % fa ** 2 X $r + 2 % fa * $r **¥ 2 4+ 2 % fa ** 2 + $r ** 2 - 8 * f$a - 3 *
#r + 2);

#bl := (12 * #a - 6 * #r - 6 * f#a * #r - 12) / (#a ** 2 * $r ** 2 + 3 * fa ** 2 * fr + 2 * ffa * $r ** 2 + 2
* #a ** D 4+ #r *x 2 — 8 * #3 — 3 *x #r + 2);

#b2 1= (#a ** 2 * HFr ** 2 - 3 * fa ** 2 * ffr + 2 * fa * $r ** 2 + fr ** 2 - 8 * f#a + 3 * #r + 2 * fa ** 2 +
2) / (#a ** 2 % fr ** 2 4+ 3 % fa ** 2 K fr + 2 * fa * $r ** 2 + 2 * fa ** 2 + $r ** 2 - 8 * fa - 3 * $r + 2);

#a0 := 12 / (#a ** 2 * fr ** 2 4+ 3 * f$3 ** D * fyr + D *k fg * fy **x D 4 D k fg ** D 4 fy *k*k D - g * f#5 - 3 *
#r + 2);

#al := (12 * #a + 6 * #r + 6 * f#a * #r — 12) / (#a ** 2 * $r ** 2 4+ 3 * g ** D * f$r 4+ 2 * ffg * §r ** 2 4+ 2
* fa ** 2 + #r ** 2 - 8 * #a - 3 * $r + 2);

#a2 := 1;

//sys2:=tf (k*[b0 bl b2],[a0 al a2],T, 'Variable', 'z**-1");
//sysdfod:=sys2;
//przypisanie wyniku:

#CFE_licz[0] := #b0;

#CFE_licz[1] := #bl;

#CFE_licz[2] := #b2;

//

#CFE mian[0] := #a0;

#CFE_mian[1] := #al;

#CFE mian[2] := #a2;
ELSIF (#n=3) THE

#00 = 120 / (#a ** 3 * §r ** 3 + 6 * fa ** 3 % fr *x*x D 4 3 * fg *¥*% D * gy *x*x 3 4 1] * fg ** 3 * fr + 6 * fa
KR Ok gy *x% D 4+ 3 K% fa * fr **F 3 4+ 6 % fa ** 3 - 27 * f#a ** 2 % 4$r - 6 * f#a * #r ** 2 + #r ** 3 - 54 * fa **
2 =27 * $a * #r - 6 * #r ** 2 + 54 * fa + 11 * #r - 6);

#b1 = - (60 * #r + 180 - 180 * #a + 60 * #a * #r) / (#a ** 3 * #r ** 3 + 6 * $a ** 3 * f#r ** 2 + 3 * $a **

D Kk fy xk 3 4 11 * fg k% 3 K #r + 6 K% #a *xx 2 * fy **x O 4 3 K& #g k $r k% 3 4 5 Kk #a ** 3 - 27 * #g *x 2 * Hr -
6 * f#a * #r ** 2 4+ f#r ** 3 - 54 * fa ** 2 - 27 * fa * #r - 6 * #r ** 2 + 54 * f#a + 11 * #r - 6);

¥D2 1= = (=72 - T2 % fa ** 2 - 24 % da * #r ** 2 + 216 * #a - 60 * #r - 12 * #r ** 2 - 12 * fa ** 2 * fpr **
2 4+ 60 * ffa ** 2 * fr) / (#a ** 3 * fr ** 3 4+ 6 * fa ** 3 * fr ** 2 4 3 * flg ** 2 x fpr ** 3 4 1] * fg ** 3 *
#fr + 6 * fa ** 2 * fr ** 2 4+ 3 * fa * fr ** 3 + 6 * ffa ** 3 - 27 * fa ** 2 * fr - 6 * fa * fr ** 2 + fr ** 3 -
54 * $a ** 2 - 27 * $a * #fr - 6 * #r ** 2 + 54 * $a + 11 * #r - 6);

#03 1= - (11 * $#r + 6 * §r ** 2 + Hr ** 3 + 6 * fa * fr ** 2 - 6 * fa ** 2 *x fr ** D — 27 * fa * #r - 6 * fa

KR OZ K gy KX D 4 3 * frg Kk 2k gy k% 3 4 fig KX 3k gy X% 3 4 3k ftg * fr *x 3 4+ 1 * fg ** 3 Kk fr - 27 * fg **
2 % fr - 6 % fa ** 3 - 54 % fa + 6 + 54 % fa ** 2) / (ha ** 3 % $r *% 3 4 6 % fa ** 3 % fr ** 2 4 3 K% fa ** 2
* #r * * j + 1l * #a * x 3 * #r + 6 * #a * x 2 * #r * * 2 + j * #a * #r * * j + 6 * #a *x 3 — 2—/‘ * #a * x 2 * #r — 6
* f#a * ffr ** 2 4+ $r ** 3 - 54 * fa ** 2 - 27 * ffa * $r - 6 * $r ** 2 + 54 * $a + 11 * H#r - 6);

#a0 := 120 / (#a ** 3 * $r ** 3 4+ 6 * ffa ** 3 * fyr ** D 4+ 3 * fg *¥* D & fp **x 3 4 1] * ffg ** 3 * f§r + 6 * fa
kR OD K gy ¥ D 4+ 3 % fa * fr ** 3 4+ 6 F ffa ** 3 - 27 X fg ** 2 % fr — 6 * fa * fr ** 2 + fr ** 3 - 54 * $g **
2 =27 * $a * #r — 6 * #r ** 2 + 54 * fa + 11 * #r - 6);

#al := (60 * #r - 180 + 180 * #a + 60 * #a * $#r) / (#a ** 3 * fr ** 3 4+ 6 * ffg ** 3 * fr ** D 4 3 * fg ** )
* ofr ** 3 + 11 * ffa ** 3 K ffr + 6 * ffa ** 2 KF ffr ** 2 + 3 * fa * fr ** 3 + 6 * fa ** 3 - 27 * fa ** 2 * fr - 6
* fa * fr ** 2 4+ $r ** 3 - 54 * g **x 2 — 27 *x fa * $r — 6 * $r ** 2 + 54 * $a + 11 * $r - 6);

#a2 = (72 + 72 * #a ** 2 + 24 * #a * #r ** 2 - 216 * #a - 60 * #r + 12 * Hr ** 2 + 12 * fa ** 2 K $r ** 2 +
60 * ffa ** 2 * $r) / (#a ** 3 * $r ** 3 + 6 * fa ** 3 K< ffyr **¥ 2 4+ 3 * fg ** 2 & fp x*k 3 4+ 1] K* fa ** 3 ¥ fr +
6 % fa ** 2 K% fr ** 2 + 3 % fa * fr ** 3 + 6 * fa ** 3 - 27 * fa ** 2 * fr - 6 * fa * Hr ** 2 + Hr ** 3 - 54 *
#a ** 2 - 27 * #a * #r - 6 * #r ** 2 + 54 * #a + 11 * #r - 06);

#a3 = 1;

//przypisanie wyniku:

#CFE_licz[0] := #b0;
#CFE licz[1] := #bl;
#CFE_licz[2] := #b2;
#CFE_licz[3] := #b3;
//

#CFE_mian[0] := #a0;
#CFE mian[1] := #al;
#CFE_mian[2] := #a2;
#CFE _mian[3] := #a3;

//sys3:=tf (k*[b0 bl b2 b3],[a0 al a2 a3],T, 'Variable', 'z**-1"');

//sysdfod:=sys3;
ELSIF (#n=4) THEN

#b0 := 1680 / (#a ** 4 * fr ** 4 + 10 * Ha ** 4 * fr ** 3 4+ 4 * fg ** 3 * $p **x 4 4 35 * fg **x 4 * §p ** D 4
20 * fa ** 3 F fr XX 3 4+ 6 * fa ** 2 * gy <% 4 + 50 * $a ** 4 * fr - 40 * fa ** 3 x fr <% 2 + 4 % fa * fr ** 4
+ 24 * fa ** 4 - 320 * #a ** 3 * #r - 150 * #a ** 2 K fr ** 2 - 20 * #a * #r ** 3 + f#r ** 4 - 384 * $a ** 3 -
40 * #a * #r ** 2 - 10 * #r ** 3 + 864 * fa ** 2 + 320 * #a * #r + 35 * f#r ** 2 - 384 * $a - 50 * #r + 24);

#bl := (3360 * #a - 840 * $#r - 840 * f#a * #r — 3360) / (#a ** 4 * $r ** 4 + 10 * fa ** 4 * fyr ** 3 + 4 * 4§35
FK O3k gy *xk 4 4 35 % fg *F 4 Kk fr x*F D 4+ 20 * $a ** 3 K< Hr ** 3 + 6 % fa ** 2 Kk 4y x* 4 4+ 50 * fa ** 4 * $r -
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0094

0095

0096

0097

0098

0099

0100

0101
0102
0103
0104
0105
0106
0107
0108
0109
0110
0111
0112
0113
0114
0115
0116
0117

0118

0119

0120

40 * #a ** 3 % Hr *x 2 + 4 F fa * #r ** 4 + 24 * $a ** 4 - 320 * fa ** 3 * fr - 150 * fa ** 2 Kk gr ** 2 - 20 *
#a * #r ** 3 + #r ** 4 - 384 * fa ** 3 - 40 * f#a * #r ** 2 - 10 * #r ** 3 + 864 * f#a ** 2 + 320 * #a * #r + 35
* ffr ** 2 - 384 * fa - 50 * fr + 24);

#b2 = (-5760 * #a + 2160 * #a ** 2 + 2160 + 360 * #a * #r ** 2 + 1260 * #r + 180 * #r ** 2 - 1260 * #a ** 2
* #r 4+ 180 * fa ** 2 * Hr ** 2) / (#a ** 4 * fr ** 4 + 10 * fa ** 4 * Hr ** 3 + 4 * ffa ** 3 ¥ ffr ** 4 + 35 *
#a ** 4 * fr *x 2 + 20 * fa ** 3 Kk fr **X 3 4+ 6 * fg ** 2 F gy ** 4 4+ 50 * f#a ** 4 * fr — 40 * fa ** 3 * gr **
2+ 4 % fa * #r ** 4 + 24 * fa ** 4 - 320 * f#a ** 3 * #r - 150 * f#a ** 2 * fr ** 2 - 20 * #a * #r ** 3 + #r **
4 - 384 * fa ** 3 - 40 * f#a * #r ** 2 - 10 * #r ** 3 + 864 * fa ** 2 + 320 * #a * #r + 35 * #r ** 2 - 384 * fa
- 50 * #r + 24);

#03 1= (=520 * #r + 960 * #a ** 2 * #r - 480 - 60 * fa ** 2 * $r ** 3 + 480 * #a ** 3 - 60 * fa * #r ** 3 +
180 * #a ** 3 * #r ** 2 - 520 * f#a ** 3 * #r + 180 * #a ** 2 * Hr ** 2 + 2880 * #a - 180 * #r ** 2 - 180 * #a
* ffr ** 2 = 20 * fr ** 3 4+ 960 * f#a * #r - 20 * fa ** 3 * fr ** 3 - 2880 * fa ** 2) / (#a ** 4 * $r ** 4 + 10
* fpa F* 4 x fr Kk 3 4 4 * ffg ** 3 Kk gy **% 4 4 35 K& ffg **% 4 Kk gy **x 2 4+ 20 * ffa ** 3 K< fr ** 3 4 6 * fg ** 2 *
#r ** 4 + 50 * fa ** 4 * fr - 40 * fa ** 3 * fr ** 2 + 4 * fa * fr ** 4 + 24 * fa ** 4 - 320 * #a ** 3 * f#r -
150 * #a ** 2 * 4r ** 2 - 20 * fa * #r ** 3 + $r ** 4 - 384 * fa ** 3 - 40 * #a * #r ** 2 - 10 * $r ** 3 + 864
* f#a ** 2 + 320 * #a * #r + 35 * #r ** 2 - 384 * #a - 50 * #r + 24);

#b4 = (10 * #r ** 3 - 40 * #a * #r ** 2 + #r ** 4 - 150 * #a ** 2 * f#r ** 2 + 35 * Hr ** 2 - 384 * fa ** 3
- 384 * #a + 50 * #r - 320 * #a * #r + 24 + 20 * fa * #r ** 3 + #a F* 4 x fy ** 4 - 10 * fa ** 4 * fr ** 3 +
* fa ** 3 x Hr *F 4+ 35 % fa *r 4 x fr K% 2 - 20 * fa *F 3 % fr ** 3 4+ 6 F fa ** 2 K% fr ** 4 - 50 * f#a ** 4
#r - 40 * fa ** 3 F fr K% 2 + 4 x fa * fr ** 4 + 864 * fa ** 2 + 24 * #a ** 4 + 320 * fa ** 3 * $r) / (#a **
X fr ¥* 4 4+ 10 * fa ** 4 % fr ** 3+ 4 % fa ** 3 % 4y %% 4 + 35 % fa ** 4 * $r ** 2 + 20 * $a ** 3 * $r ** 3
6 % fa ** 2 % fr k% 4 4 50 * fa ** 4 ¥ fr - 40 * fa ** 3 % fr ** 2 £ 4 * fa * fr K% 4 4 24 % fa ** 4 - 320 *
#a ** 3 * f#r — 150 * da ** 2 * fr ** 2 — 20 * #a * #r ** 3 + $r ** 4 - 384 * 43 ** 3 - 40 * #a * #r ** 2 - 10
X fr k% 3+ 864 * da ** 2 + 320 * fa * #r + 35 * #r ** 2 - 384 * $a - 50 * #r + 24);

#2a0 := 1680 / (#a ** 4 * #1 *%* 4 + 10 * #a ** 4 * #r ** 3 4 4 % fa *%x 3 % $p k% 4 + 35 % $a k% 4 % fr ** 2 4
20 % da ** 3 K fr K% 3 4+ 6 * da ** 2 % dr kx4 4 50 % da ** 4 % dr - 40 * da ** 3 ¥ dr % 2 4 4 % a * r ** 4
+ 24 % ga ** 4 - 320 * da ** 3 % fr — 150 * a ** 2 % fr ** 2 = 20 * fa * $r ** 3 + fr ** 4 - 384 * fa *x 3 -
40 * #a * #r ** 2 - 10 * #r ** 3 + 864 * fa ** 2 + 320 * #a * #r + 35 * $#r ** 2 - 384 * #a - 50 * #r + 24);

#al := (3360 * #a + 840 * #r + 840 * #a * #r - 3360) / (a ** 4 * 4r ** 4 + 10 * fa ** 4 * $x ** 3 + 4 * fa
Kk 3k T Kk 4 4 35 % fa k% 4 % fr k% 2 4 20 % fa ** 3 K fr *% 3 £ 6 % fa ** 2 % fr %% 4 + 50 * fa ** 4 * fr -
40 * fa ** 3 * T ** 2 + 4 % fa * §r ** 4 + 24 * $a ** 4 - 320 * fa ** 3 * §r - 150 * $a ** 2 * $r ** 2 - 20 *
$a * #r *% 3 4 $r K% 4 - 384 * fa ** 3 - 40 * fa * fr ** 2 - 10 * $r ** 3 + 864 * fa ** 2 + 320 * fa * #r + 35
% r v% 2 - 384 % 4a - 50 * #r + 24);

#a2 1= (5760 * #a + 2160 * #a ** 2 + 2160 + 360 * #a * #r ** 2 - 1260 * #r + 180 * #r ** 2 + 1260 * fa ** 2
* fr 4+ 180 * fa ** 2 x fr ** 2) / (fa ** 4 x fr ** 4 4+ 10 * fa ** 4 K% fr *k*x 3 4 4 * fg *k*k 3 % gy xx 4 4 35 *
Ba ** 4 % fr K% 2 4 20 * fa ** 3 % fr ** 3+ 6 * fa ** 2 % $r %% 4 + 50 * $a ** 4 * $r - 40 * $a ** 3 * $r **
2 4 4 % fa x dr ** 4+ 24 % fa **¥ 4 - 320 * §a ** 3 % fr - 150 * Ha ** 2 K fr ** 2 - 20 * $a * fr ** 3 + §r **
4 - 384 * fa ** 3 - 40 * f#a * #r ** 2 - 10 * #r ** 3 + 864 * fa ** 2 + 320 * f#a * #r + 35 * Hr ** 2 - 384 * fa
- 50 * #r + 24);

#a3 := (520 * #r - 960 * #a ** 2 * fr - 480 + 60 * Ha ** 2 * r ** 3 + 480 * ka ** 3 + 60 * a * #r ** 3 +
180 * #a ** 3 % 4r ** 2 + 520 * fa ** 3 % #r + 180 * #a ** 2 * fr ** 2 + 2880 * #a - 180 * #r ** 2 - 180 * #a
X fr *% 2 4+ 20 % fr ** 3 - 960 * fa * #r + 20 * fa ** 3 * fr ** 3 — 2880 * fa ** 2) / ($a ** 4 * $r ** 4 + 10
* fa F* 4 x4y FF 3 4+ 4 K% fg Kk 3 K% iy kx4 4 35 % fg ** 4 Kk fr *x D 4 20 * fg ** 3k gy k% 3 4 5 * g **k 2 *
$r kx4 + 50 % fa ** 4 % fr - 40 * fa ** 3 % fr ** 2 + 4 * $a * $r ** 4 + 24 * $a ** 4 - 320 * §a ** 3 * fr -
150 * fa ** 2 % fr ** 2 = 20 * fa * $r ** 3 + $r *% 4 - 384 * fa ** 3 - 40 * $a * fr ** 2 — 10 * $r ** 3 + 864
X a K% 2 + 320 * #a * #r + 35 * #r ** 2 - 384 * #a - 50 * #r + 24);

#ad := 1;

//przypisanie wyniku:

+ B

#CFE_1icz[0] := #b0;
#CFE_licz[1] := #bl;
#CFE_licz[2] := #b2;
#CFE_licz[3] := #b3;
#CFE_licz[4] := #b4;
//

#CFE_mian[0] := #a0;
#CFE_mian[1] := #al;
#CFE_mian[2] := #a2;
#CFE_mian[3] := #a3;
#CFE_mian[4] := #a4;

//syséd:=tf (k*[b0 bl b2 b3 b4d],[a0 al a2 a3 a4],T,'Variable', 'z**-1"');
//sysdfod:=sys4d;
ELSIF (#n=5) THEN

#b0 1= 30240 / (ha ** 5 * $r ** 5 + 15 % fa ** 5 % fr ** 4 + 5 % fa ** 4 % r ** 5 4 85 * $a *x 5 * fr *xx 3
+ 45 % fa *x 4 x fr *x 4 4 10 % fa **¥ 3 % $r k¥ 5 4+ 225 % fa k¥ 5 Kk $r k% 2 4 5 % fa ** 4 % fr ¥* 3 + 30 * $a
KR OZ K fr ** 4 4+ 10 X fa ** 2k fr <% 5 + 274 % fa ** 5 *% fr — 1005 * #a ** 4 * Hr ** 2 - 410 * fa ** 3 * $r
** 3 = 30 * fa ** 2 * gy ** 4 4+ 5 K% ffa * fr ** 5 + 120 * f#a ** 5 - 3250 * f#a ** 4 * $r - 1230 * #a ** 3 * fr
KR 2 = 410 * fa *F 2 K 4y *F 3 - 45 % fa *x fr ** 4 + $r ** 5 - 3000 * #a ** 4 + 4000 * #a ** 3 * $r + 1230 *
#a ** 2 % #r ** 2 + 5 * f$a * Hr ** 3 - 15 * #r ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * #a ** 2 * #r + 1005 * #a * #r
**% 2 4+ 85 * #r ** 3 - 12000 * #a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r ** 2 + 3000 * #a + 274 * #r - 120);

#bl := - (-75600 * #a + 15120 * #r + 15120 * #a * #r + 75600) / (#a ** 5 * $r ** 5 + 15 * fa ** 5 * §r ** /4
+ 5 % fa ** 4 K& ffr **% 5 + 85 K< fg ** 5 K fr ** 3 + A5 K fg ** 4 * fy ** 4 + 10 * fa ** 3 * fr ** 5 4+ 225 * fa
*xk 5k fr k*x D 4+ 5 % ffg kx4 Kk fr *k*x 3 4 30 K% fla ** 3 Kk ffy **¥ 4 4+ 10 * fa ** 2 * fr **x 5 4+ 274 * fa ** 5 * fr
- 1005 * #a ** 4 * 4y ** 2 - 410 * f#a ** 3 * $r ** 3 - 30 * fa ** 2 * 4y ** 4 4+ 5 * fa * fr ** 5 4+ 120 * #a **
5 = 3250 * #a ** 4 * fr — 1230 * fa ** 3 * fr ** 2 - 410 * fa ** 2 * fr ** 3 - A5 * fa * ffyr ** 4 + fr ** 5 -
3000 * #a ** 4 + 4000 * f#a ** 3 * H#r + 1230 * f#a ** 2 * f#r ** 2 + 5 * fa * fr ** 3 - 15 * f#r ** 4 + 12000 * #a
** 3 4+ 4000 * fa ** 2 * 4#r + 1005 * #a * #r ** 2 + 85 * fr ** 3 - 12000 * f#a ** 2 - 3250 * f#a * #r - 225 * 4r
** 2 4+ 3000 * #a + 274 * $r - 120);

#b2 := - (168000 * #a - 30240 * #r - 67200 - 3360 * #a ** 2 * #r ** 2 - 3360 * #r ** 2 - 67200 * #a ** 2 -
6720 * fa * #r ** 2 + 30240 * #a ** 2 * $r) / (#a ** 5 * fr ** 5 4 15 * fa ** 5 *x fy ** 4 4 5 * fg ** 4 * fr
k% 5 4+ 85 * fa ** 5 K Hr ** 3 4 45 * $g ** 4 x fy <% 4 + 10 * fa ** 3 * fr ** 5 4 205 * g ** 5 Kk fy **x D 4 5
* ffa ** 4 x fr <* 3 4+ 30 * fa ** 3 * gy ** 4 4+ 10 * fa ** 2 F fr ** 5 4+ 274 * fa ** 5 * 4y - 1005 * #a ** 4 *
#r ** 2 = 410 * $a ** 3 * $r ** 3 - 30 * fa ** 2 K& ffr ** 4 + 5 * $3 * fr ** 5 + 120 * $a ** 5 - 3250 * fa ** 4
* #r - 1230 * fa ** 3 * fr ** 2 - 410 * fa ** 2 * fr ** 3 - 45 * fa * #r ** 4 + fr ** 5 - 3000 * #a ** 4 +
4000 * #a ** 3 * $#r + 1230 * #a ** 2 * #r ** 2 + 5 * fa * #r ** 3 - 15 * #r ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * #a
**% 2 % f#r + 1005 * #a * #r ** 2 + 85 * fr ** 3 - 12000 * #a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r ** 2 + 3000 * #a
+ 274 * #r - 120);

#b3 = - (5040 * #a * #r ** 2 - 31500 * #a ** 2 * f#r - 5040 * #a ** 2 * f#r ** 2 - 25200 * #a ** 3 + 19740 *
#fa ** 3 * f#r + 5040 * #r ** 2 + 1260 * #a * #r ** 3 + 126000 * #a ** 2 - 31500 * #a * #r + 420 * #a ** 3 * #r
**% 3 4+ 19740 * #r + 420 * #r ** 3 + 1260 * #a ** 2 * $r ** 3 + 25200 - 5040 * #a ** 3 * #r ** 2 - 126000 *

#a) / (#a ** 5 * ffr ** 5 4+ 15 * ffg ** 5 K fy **x 4 4 5 * fg *k* 4 % fp **x 5 4 85 * ffg **¥ 5 x gy *x 3 4 45 * {fg
KR4k gy xk 4 4+ 10 % fa ** 3 K fr *xF 5 4+ 225 % fa *x 5 K gy kk D 4 5 K& fg ** 4 K gy ** 3 + 30 * f#a ** 3 * 4r
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0121

0122

0123

0124

0125

0126

0127

0128
0129
0130
0131
0132
0133
0134
0135
0136
0137
0138
0139
0140
0141

X% 4 4 10 * a ** 2 % fr ** 5 4+ 274 * fa ** 5 % $r - 1005 * Ha ** 4 * fr ** 2 - 410 * $a ** 3 * $r ** 3 - 30 *
#a ** 2 % dr k¥ 4 4+ 5 % fa * fr ** 5 + 120 * $a ** 5 - 3250 * $a ** 4 * #r - 1230 * $a ** 3 * $r ** 2 - 410 *
fa ** 2 * gy ** 3 — 45 * fa * fr ** 4 + §r ** 5 - 3000 * Ha ** 4 + 4000 * fa ** 3 % fr + 1230 * fa ** 2 * 4r
¥k 2 4+ 5 % fa x r *x 3 - 15 % fr ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * #a ** 2 * 4r + 1005 * #a * #r ** 2 + 85 * §r
*% 3 - 12000 * fa ** 2 - 3250 * fa * §r - 225 * fr ** 2 + 3000 * fa + 274 * r - 120);

#04 = - (36000 * #a - 120 * #a * #r ** 4 - 120 * #a ** 3 * r ** 4 - 72000 * #a ** 2 + 420 * #a ** 4 * #r
*% 3 4+ 1560 * fa ** 3 * $r ** 2 - 3600 - 4620 * #r + 1560 * #a * #r ** 2 - 420 * Hr ** 3 - 180 * Ha ** 2 * §r
** 4 = 3600 * #a ** 4 - 21000 * #a ** 3 % kr + 7380 * Ha ** 2 % fr ** 2 = 840 * fa * Hr ** 3 - 30 * kr *x 4 +
21000 * #a * #r - 2130 * #r ** 2 - 2130 * fa ** 4 * fr ** 2 + 840 * fa ** 3 * fr ** 3 - 30 * fa ** 4 % fr ** 4
+ 36000 * #a ** 3 + 4620 * fa ** 4 % #r) / (fa ** 5 K dr k% 5 + 15 % fa ** 5 K% fr *x 4 + 5 K% fa *x 4 * fr k% 5
+ 85 % fa ** 5 % fr *x 3 4 45 % fa ** 4 % dr k% 4 + 10 * $a ** 3 % #r ** 5 + 225 * fa ** 5 * fr ** 2 + 5 * $a
*k 4k gy %% 3 + 30 * fa ** 3 * r *x 4 + 10 % fa **¥ 2 % $r ** 5 4+ 274 * $a ** 5 * $r - 1005 * #a ** 4 * $r **
2 - 410 * fa ** 3 % fr ** 3 - 30 * fa ** 2 % fr ** 4 + 5 * fa * $r ** 5 + 120 * $a ** 5 - 3250 * $a ** 4 * $r
- 1230 * da ** 3 % fr *x 2 - 410 * fa ** 2 % r ** 3 - 45 * $a * fr ** 4 + §r ** 5 = 3000 * fa ** 4 + 4000 *
Ba ** 3 % fr + 1230 * fa ** 2 * r ** 2 + 5 % $a * $r ** 3 - 15 * fr ** 4 + 12000 * $a ** 3 + 4000 * $a ** 2 *
#r + 1005 * #a * r ** 2 + 85 * fr ** 3 - 12000 * a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * Hr ** 2 + 3000 * #a + 274 *
#r - 120);

#o5 := - (120 - 3000 * #a + 274 * #r + 12000 * #a ** 2 - 12000 * #a ** 3 + 3000 * #a ** 4 - 120 * #a ** 5 +
4000 * 4a ** 2 % #r + 225 * #r ** 2 - 1005 * $a * #r ** 2 + 5 * fa ** 4 ¥ $r ** 3 + 1005 * fa ** 4 * $r ** 2 -
3250 * #a ** 4 * #r + 1230 * #a ** 3 % #r ** 2 + 5 % fa * #r *% 3 — 410 * #a ** 2 * #r ** 3 - 410 * #a ** 3 *
#r k% 3 - 1230 * #a ** 2 % #r *% 2 + 4000 * #a ** 3 % f#r + 15 * #r ** 4 + #r ** 5 - 45 * $a ** 4 * r xx 4 4
45 % fa * fr ** 4 + 30 % fa **¥ 2 % $r k% 4 - 30 * $a ** 3 % fr ** 4 + 85 % fa *¥* 5 % fr **¥ 3 - 225 * fa **x 5 *
$r *% 2 4 274 x fa ** 5 % §r - 3250 * #a * #r + 85 * r ** 3 - 15 % fa ** 5 K% hy k% 4 + 5 % fa ** 4 x r x* 5
+ 5 % da ¥ fr ** 5 4+ 10 * da ** 2 % dr *x 5 + 10 * §a ** 3 % fr ** 5 4 fa *¥* 5 % fr x* 5) / (a ** 5 * fr ** 5
+ 15 % fa ** 5 % fr xx 4 4 5 % fa ** 4 x $r *% 5 4 85 * fa *x 5 * $r **% 3 4+ 45 * fa ** 4 * #r ** 4 + 10 * #a
*k 3k gy kK 5 4 205 % fa ** 5k fr ** 2 + 5 % fa *x 4 ¥ fp k% 3 4 30 % #a ** 3 % fr ** 4 + 10 * a ** 2 * fr
*k 5 4 274 % fa ** 5 % $r — 1005 * $a ** 4 % fr ** 2 - 410 * fa ** 3 * fr ** 3 - 30 * fa ** 2 * fr ** 4 4 5 *
$a * #r ** 5 + 120 * $a ** 5 - 3250 * #a ** 4 * §r - 1230 * $a ** 3 * fr ** 2 - 410 * fa ** 2 * $r ** 3 - 45 *
#a * #r ** 4 + #r ** 5 - 3000 * #a ** 4 + 4000 * #a ** 3 % #r + 1230 * #a ** 2 % §r ** 2 + 5 * #a * #r ** 3 -
15 * $r ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * fa ** 2 * $r + 1005 * $a * #r ** 2 + 85 * $r ** 3 — 12000 * fa ** 2 —
3250 * #a * #r - 225 * 4r ** 2 + 3000 * #a + 274 * #r - 120);

#a0 := 30240 / (#a ** 5 * $r ** 5 + 15 * fa ** 5 * Hr ** 4 + 5 * fa ** 4 * Hp ** 5 4 85 * fg ** 5 * fp ** 3
+ 45 % fa *x 4 % r *¥x 4 4 10 % fa ** 3 % #r k¥ 5 4+ 225 % da k¥ 5 Kk fy *k 2 4 5 % fa *x 4 % fr *x 3 + 30 * $a
*H 3k g k% 4+ 10 % da *x 2 % dr <% 5 + 274 % fa ** 5 % fr - 1005 * #a *¥* 4 % $r *% 2 - 410 * fa ** 3 * 4r
¥k 3 = 30 % fa ** 2 % fr ** 4 + 5 % fa * $r ** 5 + 120 * $a ** 5 - 3250 * fa ** 4 * $r - 1230 * fa ** 3 * $r
*k 2 = 410 * d4a ** 2 % hr ** 3 - 45 * $a * fr ** 4 + §r ** 5 - 3000 * #a ** 4 + 4000 * #a ** 3 * #r + 1230 *
Ba ** 2 % f$r ** 2 4+ 5 % fa * fr ** 3 — 15 * #r ** 4 + 12000 * $a ** 3 + 4000 * $a ** 2 * #r + 1005 * #a * #r
K% 2 4 85 % fr ** 3 - 12000 * #a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r ** 2 + 3000 * #a + 274 * #r - 120);

#al := (75600 * #a + 15120 * #r + 15120 * #a * #r - 75600) / (#a ** 5 * #r ** 5 + 15 * fa ** 5 * r ** 4 + 5
* fa *x 4 % fr k% 5 + 85 * fa **¥ 5 K% #r k% 3 4 45 % $a k% 4 % fr *x 4 + 10 * #a ** 3 % $r ** 5 4 205 * fa *x 5
*or % 2 4+ 5 % fa x* 4 % fr x* 3 4+ 30 % fa k% 3 % fr **¥ 4 4 10 * 4a *x 2 % $r *x 5 + 274 * fa ** 5 * fr -
1005 * $a ** 4 * $r ** 2 — 410 * fa ** 3 * fr ** 3 — 30 % fa ** 2 % $r **¥ 4 + 5 % fa * fr ** 5 + 120 * fa ** 5
~ 3250 * $a ** 4 * $r - 1230 * fa ** 3 * T ** 2 - 410 * $a ** 2 * $r ** 3 - 45 * $a * $r ** 4 + $r ** 5 -
3000 * #a ** 4 + 4000 * #a ** 3 * #r + 1230 * #a ** 2 * #r ** 2 + 5 % #a * #r ** 3 - 15 * #r ** 4 + 12000 * #a
k% 3 4 4000 * #a ** 2 * fr + 1005 * #a * #r ** 2 + 85 * #r ** 3 - 12000 * #a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r
**% 2 4+ 3000 * #a + 274 * $r - 120);

#a2 := (-168000 * #a - 30240 * #r + 67200 + 3360 * #a ** 2 * #r ** 2 + 3360 * #r ** 2 + 67200 * #a ** 2 +
6720 * #a * #r ** 2 + 30240 * #a ** 2 * #r) / (#a ** 5 % #r ** 5 4 15 * $a *x 5 % $r *x 4 + 5 * fa *x 4 * 4r
*k 5 4 85 % fa k% 5 K $r ** 3 4 45 K fa ** 4 % fr ** 4 4 10 * fa ** 3 % fr k¥ 5 4 225 * fa k* 5 * fr k% 2 4 5
X fa ** 4 % fr %% 3 4+ 30 % fa ** 3 % fr ** 4 + 10 * fa ** 2 % fr ** 5 + 274 * fa ** 5 * fr - 1005 * fa ** 4 *
#r ¥% 2 = 410 % fa ** 3 % $r k¥ 3 - 30 * 4a ** 2 % fr ** 4 + 5 % fa * $r **¥ 5 + 120 * $a ** 5 - 3250 * fa ** 4
* fr - 1230 * fa ** 3 % $r *% 2 - 410 * $a ** 2 % fr ** 3 - 45 * fa * §r ** 4 + $r ** 5 — 3000 * fa ** 4 +
4000 * #a ** 3 % #r + 1230 * da ** 2 % $r ** 2 + 5 * fa * $r ** 3 - 15 * 4r ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * #a
*k 2 % dr o+ 1005 * fa * #r ** 2 + 85 * fr ** 3 - 12000 * 4a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r ** 2 + 3000 * #a
+ 274 * #r - 120);

#a3 1= (5040 * #a * #r ** 2 - 31500 * #a ** 2 * $r + 5040 * Ha ** 2 * §r ** 2 + 25200 * #a ** 3 + 19740 *
$a ** 3 % §r - 5040 * #r ** 2 + 1260 * $a * #r ** 3 - 126000 * $a ** 2 - 31500 * #a * $r + 420 * Ha ** 3 * §r
*% 3 4 19740 * #r + 420 * #r ** 3 + 1260 * #a ** 2 * #r ** 3 - 25200 + 5040 * #a ** 3 % #r ** 2 + 126000 *

#a) / (ka ** 5 % fr % 5 + 15 * fa ** 5 k fr K% 4 + 5 % fa k% 4 * fr ** 5 4+ 85 * fa ** 5 % fr xx 3 + 45 * #a
** 4ok gy *% 4+ 10 % dfa *x 3 % iy *% 5 4+ 225 % fa ** 5 % dfy *x 2 4 5 % fa ** 4 % ffy *x 3 4 30 * fa ** 3 % fr
¥k 4 4+ 10 * fa ** 2 * d#r <% 5 + 274 K% #a *x 5 K% fr - 1005 * #a ** 4 K& fr *x 2 - 410 * f#a ** 3 * $r ** 3 - 30 *
#a ** 2 * fr ** 4 + 5 % fa ¥ fr ** 5 + 120 * #a ** 5 - 3250 * #a ** 4 * $r - 1230 * fa ** 3 K& fr x* 2 - 410 *
#a ** 2 % #r ** 3 - 45 * fa * #r ** 4 + #r ** 5 - 3000 * #a ** 4 + 4000 * #a ** 3 * #r + 1230 * #a ** 2 * #r
** 2 4+ 5 % d#a * #r ** 3 - 15 * fr ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * #a ** 2 * #r + 1005 * #a * #r ** 2 + 85 * #r
**% 3 = 12000 * #a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r ** 2 + 3000 * #a + 274 * #r - 120);

#ad4 := (-36000 * #a + 120 * #a * #r ** 4 + 120 * #a ** 3 * #r ** 4 + 72000 * #a ** 2 + 420 * f#a ** 4 * $r **
3 = 1560 * f#a ** 3 * fr ** 2 + 3600 - 4620 * #r - 1560 * #a * #r ** 2 - 420 * H#r ** 3 + 180 * fa ** 2 * Hr **
4 4+ 3600 * #a ** 4 - 21000 * #a ** 3 * $#r - 7380 * #a ** 2 * $r ** 2 - 840 * f#a * #r ** 3 + 30 * #r ** 4 +
21000 * #a * #r + 2130 * #r ** 2 + 2130 * f#a ** 4 * $r ** 2 + 840 * f#a ** 3 * $r ** 3 + 30 * fa ** 4 * fr ** 4
- 36000 * #a ** 3 + 4620 * #a ** 4 * #r) / (#a ** 5 * $r ** 5 + 15 * #a ** 5 * fr ** 4 + 5 * $a ** 4 * fr ** 5
+ 85 * fta ** 5 * fr <% 3 4+ 45 * g ** 4 *x fr ** 4 + 10 * fa *¥* 3 K% fr ** 5 4+ 225 * fa <% 5 % fr *% D 4+ 5 * {3
KR4 ok g kx 3 4 30 % fa ¥k 3 % fp kx4 + 10 * fa ** 2 % fr KX 5+ 274 % fa x* 5 % fr — 1005 * Ha ** 4 * fr **
2 = 410 * fa ** 3 x fr ** 3 - 30 * fa ** 2 * fr ** 4 + 5 % fa ¥ fr ** 5 4 120 * fa ** 5 - 3250 * fa ** 4 * $r
= 1230 * f#a ** 3 * fr ** 2 - 410 * $a ** 2 * fr ** 3 - 45 * fa * #r ** 4 + #r ** 5 - 3000 * $#a ** 4 + 4000 *
#a ** 3 % #r + 1230 * #a ** 2 * fr ** 2 + 5 * fa * $r ** 3 - 15 * $r ** 4 + 12000 * #a ** 3 + 4000 * fa ** 2 *
#r + 1005 * #a * #r ** 2 + 85 * f#r ** 3 - 12000 * #a ** 2 - 3250 * #a * #r - 225 * #r ** 2 + 3000 * #a + 274 *

#r - 120);
#a5 := 1;
//przypisanie wyniku:
#CFE_1licz[0] := #b0;
#CFE_licz[1] := #bl;
#CFE_licz[2] := #b2;
#CFE_licz[3] := #b3;
#CFE_licz[4] := #b4;
#CFE_licz[5] := #b5;
//
#CFE_mian[0] := #a0;
#CFE mian[1] := #al;
#CFE_mian[2] := #a2;
#CFE_mian[3] := #a3;

#CFE_mian[4] := #a4;
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0142 #CFE_mian[5] := #a5;

0143 //sys5:=tf (k*[b0 bl b2 b3 b4 b5],[a0 al a2 a3 a4 a5],T, 'Variable', 'z**-1"');
0144 //sysdfod:=sys5;

0145 END_IF;

0l46 //

0147

0148

0149

0150

Symbol Address Type Comment

#a Real wspdlczynnik

#a0 Real

#al Real

#a2 Real

#a3 Real

#a4 Real

#a5 Real

#b0 Real

#b1 Real

#b2 Real

#b3 Real

#b4 Real

#b5 Real

#CFE_licz Array

#CFE_mian Array

#k Real wspotczynnik

#m Int wskaznik petli do inicjalizacji
#n USInt rzad aproksymacji
#r Real rzad ulamkowy do zamodelowania

#T Real okres probkowania do obliczen
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test_FO_s1200/PLC_1 [CPU 1212C AC/DC/Rly] / Program blocks
CFE_DB [DB2]

CFE_DB Properties

Name CFE_DB Number 2 Type DB Language DB
Numbering automatic

Title Author Comment Family
Version 0.1 User-defined
ID
CFE_DB
Name Data type Start value Retain Accessible Visiblein Setpoint Comment
from HMI HMI
w Input
Uin Real 1.0 False True True False sygnat wejsciowy
w wm Array[0..5] of True True True False wspbdtczynniki licznika CFE (?)
Real
wm[0] Real 0.0 True True True False
wm([1] Real 0.0 True True True False
wm([2] Real 0.0 True True True False
wm(3] Real 0.0 True True True False
wm[4] Real 0.0 True True True False
wm[5] Real 0.0 True True True False
w vm Array[0..5] of True True True False wspolczynniki mianownika CFE (?)
Real
vm[0] Real 0.0 True True True False
vm[1] Real 0.0 True True True False
vm[2] Real 0.0 True True True False
vm([3] Real 0.0 True True True False
vm([4] Real 0.0 True True True False
vm([5] Real 0.0 True True True False
reset Bool false False True True False
w Output
licznik Int 0 False True True False
Yout Real 0.0 False True True False sygnat wyjsciowy
InOut
w Static
wy Array[0..5] of False True True False
Real
y[0] Real 0.0 False True True False
y[1] Real 0.0 False True True False
y[2] Real 0.0 False True True False
y[3] Real 0.0 False True True False
y[4] Real 0.0 False True True False
y[5] Real 0.0 False True True False
test uSint 0 False True True False
wu Array[0..5] of False True True False
Real
u[0] Real 0.0 False True True False
ul1] Real 0.0 False True True False
ul2] Real 0.0 False True True False
u[3] Real 0.0 False True True False
ul4] Real 0.0 False True True False
u[5] Real 0.0 False True True False
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test_FO_s1200/PLC_1 [CPU 1212C AC/DC/Rly] / Program blocks
CFE [FB1]

CFE Properties

Name CFE Number 1 Type FB Language SCL
Numbering automatic

Title Author Comment Family
Version 0.1 User-defined
ID
CFE
Name Data type Default value Retain Accessible Visiblein Setpoint Comment
from HMI  HMI
w Input
Uin Real 1.0 Non-retain True True False sygnat wejsciowy
w wm Array[0..5] of Retain True True False wspotczynniki licznika CFE (?)
Real
wm[0] Real 0.0 Retain True True False
wm([1] Real 0.0 Retain True True False
wm([2] Real 0.0 Retain True True False
wm(3] Real 0.0 Retain True True False
wm[4] Real 0.0 Retain True True False
wm[5] Real 0.0 Retain True True False
w vm Array[0..5] of Retain True True False wspolczynniki mianownika
Real CFE (?)
vm([0] Real 0.0 Retain True True False
vm([1] Real 0.0 Retain True True False
vm([2] Real 0.0 Retain True True False
vm([3] Real 0.0 Retain True True False
vm([4] Real 0.0 Retain True True False
vm([5] Real 0.0 Retain True True False
reset Bool false Non-retain True True False
w Output
licznik Int 0 Non-retain True True False
Yout Real 0.0 Non-retain True True False sygnat wyjsciowy
InOut
w Static
wy Array[0..5] of Non-retain True True False
Real
y[0] Real 0.0 Non-retain True True False
y[1] Real 0.0 Non-retain True True False
y[2] Real 0.0 Non-retain True True False
y[3] Real 0.0 Non-retain True True False
y[4] Real 0.0 Non-retain True True False
y[5] Real 0.0 Non-retain True True False
test uSint 0 Non-retain True True False
wu Array[0..5] of Non-retain True True False
Real
u[0] Real 0.0 Non-retain True True False
ul1] Real 0.0 Non-retain True True False
ul2] Real 0.0 Non-retain True True False
u[3] Real 0.0 Non-retain True True False
ul4] Real 0.0 Non-retain True True False
u[5] Real 0.0 Non-retain True True False
w Temp
wsp_0 Real
n Int
Constant

0001 //reset wektordw przy zmianie wspdiczynnikdédw modelu (aktywowany zmienna MO.0 "oblicz parametry")
0002 IF #reset THEN

0003 FOR #n:=0 TO 5 DO

0004 #y[#n] := 0;

0005 #ul#n] 0;

0006  END FOR;
0007 #licznik
0008 END_IF;
0009 //inicjalizacja sterowania:

0010 #u[5] := #Uin;

0011 //Aktualizacja licznika dla podanego skoku:
0012 IF #Uin > 0 THEN

0013 #licznik := #licznik + 1;

0014 END_IF;

0015 //obliczenia:

0;

0016 //
0017 #wsp 0 := 1 / #vm[0];
0018 #y[5] := #wsp_O0 * (= #vm[1] * #y[4] - #vm[2] * #y[3] - #vm[3] * #y[2] - #vm[4] * #y[1] - #vm[5] * #y[O]

HHwm [O] *#u[S]+fwm[ L] *#u 4] +#wm[2] *#u[3]+#wm [3] *#u[2] +#wm[4] *#u [l ] +#wm[5] *#u[0]) ;
0019 //wynik:
0020 #Yout := 10.0*#y[5];
0021 //przesuniecie wektordéw wyjsc:
0022 #y[0] := #yl[1];
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0023 #y[1] #y[2]1;
0024 #y[2] := #yI[3]1;
0025 #yI[3] := #y[4];
0026 #y[4] := #y[5];
0027 //przesuniecie wektordw sterowan:
0028 #u[0] := #u[l];
0029 #u[l] := #ul2];
0030 #u[2] := #ul[3];
0031 #ul[3] := #ul4];
0032 #uf[4] := #ul5];

0033 //test dziatania bloku:
0034 IF #test < 10 THEN
0035 #test := #test + 1;
0036 ELSE

0037 #test := 1;

0038 END IF;

0039

0040 //

Symbol Address Type Comment

#licznik Int

#n Int

#reset Bool

#test USInt

#u Array

#Uin Real sygnat wejsciowy

#vm Array wspolczynniki mianownika CFE (?)
#wm Array wspotczynniki licznika CFE (?)
#<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>