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Wstep

Celem pracy byto stworzenie algorytmu, metody i narzedzi za pomoca
ktorych mozliwe bedzie, przy niepetnej informacji z pomiaréw, okresli¢ po-
tozenie uszkodzenia w dowolnym ale ustalonym obszarze geometrycznym.
Algorytm pozyskiwania danych pomiarowych na podstawie, ktorych stwo-
rzytem mapy izochorowe (linie taczace punkty o tych samych wartosciach),
w celu odczytania obszaru potozenia uszkodzenia przedstawiony jest w roz-
prawie doktorskiej na poczatku rozdziatu 4. Zakresem moich badan jest kilka
roznych obszaréw geometrycznych takich jak: kwadrat, koto, elipsa, tréj-
katy (réwnoboczny, réwnoramienny, prostokatny) z uszkodzeniem wewnatrz
nich. Dla tych obszaréw przeprowadzilem analiz¢ widma operatora Lapla-
ce’a otrzymanego przy pomocy pakietu PDEToolbox (Partial Differential
Equation Toolbox) programu MATLAB. Na podstawie twierdzenia spektral-
nego moge wyro6zni¢ najmniejsza wartos¢ wtasna A, 1 najwicksza wartosé
wlasna Aoz (Amae Wynika z ograniczonosci obliczen numerycznych). Pomy-
stem na rozwigzanie problemu lokalizowania uszkodzenia jest wydzielenie z
kazdego pomiaru widma dla poszczegélnych obszarow wartosci najmniejszej
Amin 1 Wartosci najwiekszej \,,.. warto$ci wlasnych i stworzenie na ich pod-
stawie map izochorowych (linie taczace punkty o tych samych wartosciach).
To z potaczenia tych dwoéch map i posiadanym odczycie widma, dla kazdego
ksztattu geometrycznego z osobna otrzymatem obszary, w ktorych znajduje
sie uszkodzenie.

Opis rozprawy doktorskiej

Rozdziat pierwszy zatytutowany ”Wstep” zawiera przeglad literatury na
podstawie, ktorej rozpoczatem i kontynuowatem badania nad problemem lo-
kalizowania uszkodzenia. W drugiej czesci rozdziatu opisuje koncepcje, struk-
ture i teze rozprawy doktorskiej.

Rozdziatl drugi zatytutowany ”Teoria Spektralna” zawiera podstawowe
definicje i twierdzenia przestrzeni Hilberta, Sobolewa oraz przestrzeni LP.

Rozdziat trzeci zatytutowany ”Metoda Elementéw Skonczonych” zawie-
ra opis metody elementéw skonczonych zaimplementowany w pakiecie PDE
Toolbox programu Matlab.

Rozdziat czwarty zatytulowany ”Wyniki badan podstawowych obszardéw
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geometrycznych” zawiera opis wynikow doswiadczen numerycznych. Na po-
czatku rozdziatu opisuje algorytm i metode wykonywania pomiaréw. Nastep-
nie opisuje wyniki i podaje przyktady lokalizowania obszaréw z uszkodzeniem
przy uzyciu map izochorowych dla obszaréw jakimi sg kwadrat, koto i elipsa.
Dla obszaréw geometrycznych jakimi sg trojkat rownoboczny, réwnoramien-
ny i prostokatny przedstawitem metode identyfikacji wizualnej obszarow z
uszkodzeniem.

Rozdzial piaty zatytutowany ” Analiza widma operatora Laplace’a dla
kwadratéw o bokach 1, 2, 3 z uszkodzeniem wewnetrznym” zawiera analize
widma operatora Laplace’a dla uszkodzonego obszaru geometrycznego jakim
sg kwadraty o wymiarach [0, 1] x [0, 1], [0,2] x [0, 2] i [0, 3] x [0, 3]. W rozdziale
tym odpowiadam na pytania dotyczace podobienstwa miedzy poszczegdlny-
mi widmami. Zastanawiam si¢ czy istnieje zalezno$é¢ miedzy ksztattem map
izochorowych i powierzchni trojwymiarowych z dtugoscia boku kwadratow.
Kolejne pytanie na jakie odpowiadam jest symetria widma dla poszczegdl-
nych kwadratow.

Rozdziat szosty zatytutowany ”Poréwnanie obrazéw numerycznego wid-
ma operatora Laplace’a dla két o promieniach 1 i 2 z uszkodzeniem wewnetrz-
nym” zawiera poréwnanie kolorowych map izochorowych i powierzchni troj-
wymiarowych kot o promieniach 1 i 2. Poréwnuje¢ miedzy soba mapy wartosci
najmniejszych \,,.;, 1 warto$ci najwiekszych \,,., wartosci wtasnych. Badam
wlasciwosci symetrii 1 regularnosci dla poszczegdlnych map izochorowych.

Rozdziat sidédmy zatytutowany ”Podsumowanie” jest zebraniem i opisa-
niem osiggnietych wynikow w prezentowanej rozprawie doktorskiej.

Teza pracy

Mozliwe jest wykrywanie i lokalizacja potozenia uszkodzenia (nieciaglosci)
w obszarach geometrycznych takich jak kwadrat, koto, elipsa, trojkaty row-
noboczny, rownoramienny i trojkat prostokatny z wykorzystaniem widma
operatora Laplace’a jako szczegdlnego przyktadu operatora eliptycznego.

W nastepnej czesdci autoreferatu, jako przyktad przedstawie wyniki badan
dla obszaru geometrycznego jakim jest kwadrat jednostkowy. Przedstawie
siatke punktow pomiarowych, mapy izochorowe najmniejszych A, i naj-
wigkszych A, wartosci wlasnych oraz sposéb w jaki lokalizowatem uszko-
dzenie.
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Przykladowe wyniki badan dla obszaru geome-
trycznego jakim jest kwadrat jednostkowy

Jako przyktadowy obszar geometryczny, ktory poddatem badaniom przed-
stawie kwadrat jednostkowy, tzn. kwadrat o bokach réwnych 1. Problem spek-
tralny dla tak zadanego obszaru zapisuje w postaci:

2 2
Lu(z,y) + %u(m,y) = —u(z,y) w [0, 1] x [0, 1] (1)
u(z,y) = 0 na 9((0,1] x [0, 1]) .
Ponizej, na rysunku 1 przedstawiona jest siatka punktow, w ktoérych
umieszczatem znieksztatcenie i dokonywalem pomiaru widma operatora La-
place’a. Do kazdego punktu z osobna stosowalem algorytm opisany na po-

czatku rozdziatu 4 rozprawy doktorskiej. W ten sposéb otrzymaltem pomiary
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Rysunek 1: Siatka punktow, w ktérych umieszczatem znieksztatcenie i doko-
nywatem pomiaru widma.

widma, z ktérego mogtem wyodrebni¢ najmniejszg wartos¢ wtasng A, 1 naj-
wieksza wartos¢ wlasna A, dla kazdego punktu i na ich podstawie stworzy¢
mapy izochorowe (Rysunki 2 i 3). Rysunek 2 a) przedstawia chmure wartosci
Amin W punktach pomiarowych, po ktérych potaczeniu otrzymatem mapy izo-
chorowe najmniejszych wartosci wtasnych \,,;,. Dwuwymiarowa prezentacja
danych (Rysunek 2 b), ¢)) pokazuje jak uktadaja sie wartosci A\, dla po-
szczegblnych punktéw pomiarowych. Linie izochorowe tworza wspotsrodkowe
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(a) Chmura punktéw pomiarowych, z ktd- (b) Mapa izochorowa dla Ap,ip,
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(c) Kolorowa mapa izochorowa dla A, (d) Tréjwymiarowa powierzchnia Apip

Rysunek 2: Graficzna prezentacja danych wartosci najmniejszych \,,;, dla
kwadrata [0,1]x[0,1].

okregi, ktorych érodkiem jest punkt (0.5,0.5). Wartosci przyporzadkowane
poszczegbdlnym liniom wzrastaja w kierunku srodka okregoéw. Idealnie obra-
zuje to trojwymiarowa prezentacja danych (Rysunek 2 d)). Na Rysunku 2 ¢)
wida¢, ze w przypadku kolorowej mapy izochorowej wartosci najmniejszych
Amin Wystepuje pelna symetria, tzn. symetria wzgledem dowolnej przekatnej
i dowolnych érodkowych bokéw kwadratu.

Rysunek 3 przedstawia graficzna prezentacje danych pomiarowych A4,
Rysunek 3 a) przedstawia chmure punktéw pomiarowych, z ktérych tworzy-
tem wykresy dla A,,... Pierwsza wtasnosciag wartosci najwiekszych widma
jaka sie narzuca jest ich symetria wzgledem prostych z = 0.5 1 y = 0.5.
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(a) Chmura punktéw pomiarowych, z kté- (b) Mapa izochorowa dla A,qq
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(c) Kolorowa mapa izochorowa dla A.qz (d) Tréjwymiarowa powierzchnia Ap,qq

Rysunek 3: Graficzna prezentacja danych wartosci najwiekszych A, dla
kwadratu [0,1]x[0,1].

Na Rysunkach 3 b) i ¢) widzimy cztery rodziny owalnych okregéw wspot-
srodkowych. Ich srodki a zarazem punkty, w ktorych osiggane sa najwiek-
sze warto$ci Apqz, to punkty (0.3,0.3), (0.3,0.7), (0.7,0.3) i (0.7,0.7). Osig-
gane wartosci, to odpowiednio liczby: 88.38,88.70, 88.49, 88.63. Rysunek 3
d) przedstawia tréjwymiarowy wykres A,q.. Widzimy na nim symetrycznie
roztozone cztery ostrostupy nachylone ku srodkowi kwadratu. Najmniejsza
wartos¢ jaka przyjmuje Apq., to 81.29. Natomiast najwieksza wartoscia jest
88.70. Srednia warto$é¢ Apmas wynosi 82.99, a rozstep rowny jest R = 7.41.
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Przyklad ilustrujacy lokalizowanie uszkodze-
nia w kwadracie jednostkowym
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Rysunek 4: Przyktad ilustrujacy miejsce potozenia uszkodzenia w kwadracie
[0,1] x [0, 1].

Jako przyktad ilustrujacy moje rozwazania, rozpatrzmy widmo postaci
[24.00, 50.36, 59.81, 85.10]. Dla tego pomiaru warto$¢ minimalna wartosci wta-
snych to A, = 24.00. Natomiast wartoscig maksymalna wartosci wlasnych
jest Amaz = 85.10. Z mapy izochorowej wartosci minimalnych (Rysunek 2 b))
wybieram obszar (pierécien) z zakresem [23,25]. Dla warto$ci maksymalnej
wartosci wlasnych z mapy izochorowej (Rysunek 3 b)) wartosci maksymal-
nych wybieram obszary (4 pierscienie) z zakresem [84,86]. Wspélna czesé
obydwu obszaréw (odcinki kota o kolorze szarym na Rysunku 4) jest obsza-
rem, w ktérym znajduje si¢ uszkodzenie. Czerwona kropka wskazuje doktadne
potozenie uszkodzenia. Jest ono w punkcie (0.6,0.3).

Podsumowujac ogdlny sposéb w jaki uzytkownik moze okresli¢ potoze-
nie uszkodzenia, to po pierwsze, z uzyskanego pomiaru nalezy wyodrebni¢
warto$¢ najmniejsza A, 1 wartos¢ najwieksza A,,.. widma. Nastepnie z
map izochorowych najmniejszych i najwigkszych wartosci wtasnych nalezy
wyodrebni¢ odpowiednie obszary. Jako ostatni etap taczymy wyodrebnione
obszary w jeden rysunek i w ten sposob otrzymujemy potozenie uszkodzenia.
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Dla obszarow geometrycznych jakimi sg koto jednostkowe, elipsa i trojkaty
rownoboczny, réwnoramienny i tréjkat prostokatny odpowiednie przyktady i
wyniki badan zaprezentowane sg w rozprawie doktorskiej.

Podsumowanie wynikéw pracy naukowe;j

Jako moje gltéwne osiagniecia, oczywiscie poza wykazaniem na przykta-
dach tezy rozprawy doktorskiej, wypunktowaé¢ moge nastepujace fragmenty:

1) Stworzenie metody i algorytmu uzyskiwania danych potrzebnych do stwo-
rzenia map izochorowych.

2) Stworzenie map izochorowych wartosci najmniejszych i wartosci najwiek-
szych wartosci wlasnych nastepujacych obszaréw geometrycznych: kwadrat,
koto, elipsa oraz obszaréow rozstepow dla obszaréw jakimi sg trojkat réwno-
boczny, trojkat rownoramienny i trojkat prostokatny.

3) Metoda okreslenia polozenia uszkodzenia na podstawie map izochorowych
nastepujacych obszarow geometrycznych: kwadrat, koto, elipsa.

4) Metoda identyfikacji wizualnej potozenia uszkodzenia nastepujacych ob-
szarow geometrycznych: tréjkat rownoboczny, tréjkat rownoramienny i troj-
kat prostokatny.

5) Kolorowe mapy izochorowe kwadratow o bokach réwnych 1, 2 1 3.

6) Rysunki przedstawiajace symetrie najmniejszych i najwiekszych warto-
Sci wlasnych kwadratéw o bokach réownych 1, 211 3.

7) Kolorowe mapy izochorowe najmniejszych i najwiekszych wartosci wta-
snych kot o promieniach 11 2.

Opublikowane wyniki badan
1. Brzek M., Zagoérowska M., Mitkowski W. The approximate location of

imperfections in ellipse using the spectral theory. Measurment Automation
Monitoring vol. 62, no. 4: 136-138, 2016.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teorii spektralnej



2. Brzek M., Zagérowska M., Mitkowski W. The approrimate location of

imperfection in a unit circle using spectrum of Laplace operator as a research
tool. Automatyka vol. 60, no. 19: 9-15, 2015.

3. Brzek M., Mitkowski W. Lokalizacja uszkodzen w zadanym obszarze z wy-
korzystaniem teorii spektralnej. Pomiary, Automatyka, Kontrola, vol. 60, no.
1: 53-55, 2014.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teorii spektralnej



