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Streszczenie

W niniejszej pracy rozwazam zagadnienie wlasne dla operatora Laplace’a z
zerowymi warunkami brzegowymi postaci

u(z,y) =0 na € .

Prezentuje wyniki badan nad wykrywaniem i lokalizacja uszkodzenia dla ob-
szarow geometrycznych €2 jakimi sg kwadrat o boku dtugosci jeden, koto o
promieniu jednostkowym i $rodku w poczatku uktadu wspotrzednych , elip-
sie o malej potosi réwnej 1 i duzej potosi réwnej 1.5 oraz trojkatoéow row-
nobocznym, réwnoramiennym i prostokatnym. Widmo operatora Laplace’a
stuzy mi jako narzedziem dzieki, ktoremu stworzytem mapy izochorowe po-
danych obszaréw, po to aby na ich podstawie i odczytu widma dla obszaru z
uszkodzeniem wykry¢ i zlokalizowaé uszkodzenie. Dla kwadratu, kota i elipsy
pokazuje bezposrednia metode odczytu potozenia uszkodzenia na podstawie
stworzonych map izochorowych. W przypadku tréjkatéow prezentuje metode
identyfikacji wizualnej wykrycia i lokalizowania uszkodzenia polegajaca na
odczytaniu obszarow z map stworzonych przy uzyciu rozstepu czyli rézni-
cy miedzy wartoscig najwieksza wartosci wtasnych a najmniejsza wartosciag
wartosci wtasnych. W symbolice matematycznej rozstep zapisujemy naste-
pujacym rownaniem R = \jae — Amin-

Ponadto rozwazam wtasnosci widma operatora Laplace’a dla kwadratow o
dtugosci bokéow 1, 21 3 oraz két o promieniu réwnym 11 2. Analizuje ich wid-
mo szukajac podobienstwa miedzy nimi. Osobno dla poszczegdlnych figur
geometrycznych. Badam symetrie i regularnos¢ widma na podstawie koloro-
wych map izochorowych i tréjwymiarowych powierzchni minimalnych A,
i maksymalnych \,,,, wartosci wtasnych. Podaje zaleznosé¢ miedzy postacia
widma kolejnych kwadratow a dlugoscia ich bokow.



Abstract

In this work, I consider eigenvalue problem for the Laplace operator with
zero boundary conditions of the form

u(z,y) =0 na € .

I present the results of research on the detection and location of damage for
geometric areas €2 such as square with side length one, circle with unit radius
and center at the origin, ellipse with half-axis equal to 1 and a large half-axis
equal to 1.5 and equilateral triangle, isosceles triangle and rectangular trian-
gle. I use spectrum of the Laplace operator as a tool thanks to which I created
the isochoric maps of the given areas, in order to determine the location of
the damage based on the maps and the spectrum of the area with damage.
For square, circle and ellipse, I show a direct method of reading the location
of damage based on created isochor maps. In the case of triangles, I present
the method of visual identification of the location of the damage by reading
the areas from the maps created using the range, i.e. the difference between
the value of the largest eigenvalues and the smallest value of eigenvalues. In
mathematical symbolism, the range is written with the following equation
R = Moz — Amin-

In addition, I consider the Laplace operator’s spectral properties for squares
with side lengths 1, 2 and 3 and circles with radius equal to 1 and 2. [ analyze
their spectrum looking for similarities between them. Separately for indivi-
dual geometric figures. I study the symmetry and regularity of the spectrum
based on color isochoric maps and three-dimensional minimum surfaces \,,;,
and maximum \,,., eigenvalues. I give the dependence between the form of
the spectrum of subsequent squares and the length of their sides.
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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Przeglad literatury

Zagadnienie lokalizowania uszkodzenia w zadanym obszarze z wykorzysta-
niem teorii spektralnej w literaturze naukowej jest badany i opisywany przez
wielu autoréw. W pozycji naukowej [47] autorka przedstawia procedure przy-
blizonego lokalizowania uszkodzenia w obszarze (z uszkodzeniem i bez uszko-
dzenia), ktorym jest kwadrat jednostkowy. Dla tych obszaréw definiowane sa
problemy spektralne, ktorych rozwigzaniami sg nieskoniczone ciagi par warto-
sci wlasnych i odpowiadajacych im funkeji whasnych (A, ug) dlak =1,2,3, ...
Glownym celem pracy autorki byto rozwiagzanie zagadnienia odwrotnego, kto-
re polegato na lokalizowaniu znieksztatcenia obszaru na podstawie wektora
wartosci wlasnych. W celu wyznaczenia lokalizacji znieksztalcenia autorka
zdefiniowata nowe odwzorowanie, ktérym byta warunkowa warto$¢ oczeki-
wana polozenia deformacji pod warunkiem, ze znamy skonczony ciag warto-
sci wlasnych. Odwzorowanie to bylo aproksymowane przez tak zwany ciag
aproksymacyjny, ktérym byta rodzina sieci neuronowych Elmana.

Metody wykrywania deformacji przy uzyciu algorytmoéw numerycznych stwo-
rzonych dla rozwiazania problemu odwrotnego zostaly opisane réwniez w
innych pozycjach naukowych [28], [31], [45]. W pierwszej z nich autorzy w
poszukiwaniu nieznanych wspoétrzednych uszkodzenia w danym obszarze do-
konuja asymptotycznej analizy czastkowego réwnania roézniczkowego jakim
jest rownanie Laplace’a z warunkami brzegowymi Dirichleta dla danego ob-
szaru z uszkodzeniem oraz definiuja tak zwang pochodna topologiczna, ktéra
postuzy do przyblizenia funkcjonatu ksztattu. Nastepnie uzywaja samosprze-
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zonego rozszerzenia operatora eliptycznego aby zamodelowaé rozwigzanie dla
postawionego zagadnienia. Do zidentyfikowania uszkodzenia, w tym przypad-
ku, wykorzystywany jest funkcjonal najmniejszych kwadratéw. Druga meto-
da jaka proponuja autorzy w tej samej publikacji jest wykorzystanie sieci
neuronowej w celu odwrécenia odwzorowania, ktore jest stowarzyszone ze
zbiorem funkcjonatow ksztalttu.

Problem odwrotny (Inverse Problem) jest zadaniem, ktére polega na wy-
znaczeniu parametrow modelu na podstawie obserwowanych wartosci. Pro-
blem odwrotny jest bardzo waznym zagadnieniem matematycznym w na-
ukach technicznych, poniewaz méwi nam o parametrach, ktorych nie mozemy
zmierzy¢ bezposrednio. Ma szerokie zastosowanie miedzy innymi w optyce,
akustyce, teorii komunikacji, przetwarzaniu sygnatéow, medycznej diagnosty-
ce obrazowej, astronomii, geofizyce, oceanografii, defektoskopii i wielu innych
dziedzinach technicznych. Opis poszczegdlnych zagadnien i probleméw zwia-
zanych z problemem odwrotnym mozemy znalez¢ miedzy innymi w ksiazkach
[34], [38], [55]. Natomiast w pozycji [48] opisane sa techniki komputerowe
zagadnienia odwrotnego zastosowane w badaniach nieniszczacych. Ponadto
wymieni¢ nalezy pionierskie badania Marka Kaca zawarte w artykule o styn-
nym tytule "Czy da sie usltysze¢ ksztalt bebna?” (ang. Can One Hear the
Shape of a Drum?) [36]. Ogdlny schemat obrazujacy zalezno$¢ miedzy za-
gadnieniem pierwotnym a zagadnieniem odwrotnym mozemy przedstawi¢ w
postaci ponizszego schematu.

Problem pierwotny: Dane — Parametry Modelu.

Problem odwrotny: Parametry Modelu — Dane.

Uzywajac symboliki matematycznej problem pierwotny mozemy zapisa¢ w
postaci rownania

d=Gm, (1.1)

gdzie d sa danymi uzyskanymi z pomiaréw, m sa parametrami modelu a G
jest modelem matematycznym (macierz albo operator).

W niniejszej rozprawie autor za model matematyczny przyjal zagadnienie
wtasne operatora Laplace’a dla réznych obszaréw geometrycznych z uszko-
dzeniem, gdzie gtdwnym parametrem jaki mnie interesuje sg wspotrzedne
uszkodzenia a doktadniej przyblizone obszary w ktorych znajduje sie uszko-
dzenie. Danymi, ktore uzyskaliSmy do analizy sg wartosci wlasne operatora
Laplace’a. To na ich podstawie tworze mapy izochorowe (linie taczace punk-
ty o tych samych wartosciach), z ktérych odezytujemy przyblizone obszary,
w ktorych znajduje si¢ uszkodzenie. W obiektach rzeczywistych lokalizowa-
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10 ROZDZIAL 1. WSTEP

nie i wykrywanie uszkodzen realizuje si¢ na wiele sposobow. Na przyktad
przy uzyciu lasera. W strone materiatu (kompozytu) przesyla sie trwaja-
cy miliardowa czes¢ sekundy impuls, ktory podgrzewa fragment materiatu
o kilkadziesiat stopni celsjusza. Nastepuje wtedy miejscowe rozszerzenie sie
cieplne materiatu, co z kolei powoduje, ze przez material przechodzi fala
sprezysta. Informacje o drganiach materialu zbierane sg wibrometrem lase-
rowym. Jesli w materiale sa jakies uszkodzenia czy pekniecia, fala ulegnie
odbiciu, zatamaniu albo zmienia si¢ jej wtasnosci. Wystarczy przeanalizo-
wac te fale, aby dowiedzie¢ sie, czy material nie ulegt zniszczeniu. Metoda ta
jest jedna z metod NDT (non-destructive testing) czyli badan nieniszczacych
zmierzajacych do wykrycia nieciagtosci materiatu. Wér6d metod NDT nalezy
wymienié jeszcze badania magnetyczno-proszkowe MT (Magnetic Particie).
Pozwalajg one wykrywaé niecigglosci powierzchniowe, a takze stosunkowo
duze potozone blisko powierzchni, nieciggto$ci podpowierzchniowe. Badania
metoda pradéw wirowych ET (Electromagnetic lub Eddy Current) polega
na wzbudzaniu zmiennego pola elektromagnetycznego w badanym materiale
i odbieraniu reakcji materiatu poprzez sonde badawczg i defektoskop prado-
wirowy. Analiza wartosci zmian pola elektromagnetycznego, amplitudy oraz
przesuniecia fazowego napiecia i natezenia pozwala na bardzo precyzyjna oce-
ne stanu badanego materiatu, wystepujacych nieciagtosci w postaci np. pek-
nie¢, ubytkow erozyjnych lub korozyjnych, ocene ich wielkosci oraz gteboko-
$ci. Badania penetracyjne PT (Penetrant Testing) pozwalaja wykrywaé nie-
ciggtodci powierzchniowe takie jak: pekniecia, zawalcowania, rozwarstwienia,
niespawy, porowatosci, nieszczelnosci na wskros i inne nieciggtodci otwarte
na powierzchni. Kolejna grupa badan sa badania radiograficzne RT (Radio-
graphic). Radiografia umozliwia uzyskiwanie obrazu przeswietlanego obiektu
na kliszy radiograficznej lub w postaci cyfrowej. Obiektami poddanymi prze-
Swietlaniu moga by¢ wyroby z réoznych materiatow jak stal, ceramika, drewno,
guma, tworzywa sztuczne, betony. Badania ultradzwickowe UT (Ultrasonic)
nalezg do grupy badan nieniszczacych najczesciej stosowanych w praktyce
przemystowej. Pozwalaja wykrywaé¢ pekniecia, rozwarstwienia oraz oraz inne
nieciggtosci wewnatrz elementéw. Ostatnia grupa badan sg badania wizualne
VT (Visual Testing). Polegaja one na umiejscowieniu i ocenie powierzchnio-
wych cech jakosci obiektu, takich jak: nieciggtosci, znieksztatcenia, ogdlny
stan powierzchni ludzkim nieuzbrojonym okiem lub przy uzyciu przyrzadoéw
optycznych, optoelektronicznych, pomiarowych, itp. Peten cykl badan wizu-
alnych sktada sie z zapoznania si¢ z obiektem badanym oraz wymaganiami
jakosciowymi, przygotowania powierzchni do badan, doboru odpowiedniej

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej
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metody i aparatury, sprawdzenia wyposazenia badawczego, przeprowadzenia
badania oraz sporzadzenia raportu. Szeroki opis tych metod znajduje sie w
pozycjach [25],[37],[63].

1.2 Koncepcja i opis rozprawy doktorskiej.
Teza pracy

Celem pracy byto stworzenie algorytmu, metody i narzedzi za pomocg kto-
rych bedzie mozliwe, przy niepetnej informacji z pomiaréw, okresli¢ potozenie
uszkodzenia w dowolnym ale ustalonym obszarze geometrycznym. Algorytm
pozyskiwania danych pomiarowych na podstawie, ktérych tworzymy mapy
izochorowe (linie taczace punkty o tych samych wartosciach) w celu odczyta-
nia obszaru potozenia uszkodzenia przedstawiony jest na poczatku rozdziatu
4. Zakresem moich badan jest kilka réznych obszaréw geometrycznych ta-
kich jak: kwadrat, koto, elipsa, trojkaty (réwnoboczny, réwnoramienny, pro-
stokatny) z uszkodzeniem wewnatrz nich. Dla tych obszaréw przeprowadzam
analize¢ widma operatora Laplace’a otrzymanego przy pomocy pakietu PDE-
Toolbox (Partial Differential Equation Toolbox) programu MATLAB. Na
podstawie twierdzenia spektralnego mozemy wyrozni¢ najmniejsza wartoscé
wlasna A, 1 najwieksza warto$¢ wlasna M\jez (Amee Wynika z ograniczo-
nosci obliczen numerycznych). Pomystem autora byto wydzielenie z kazdego
pomiaru widma dla poszczegdlnych obszaréw wartosci najmniejszej i i
wartodci najwiekszej \,,.. wartosci wtasnych i stworzenie na ich podstawie
map izochorowych (linie taczace punkty o tych samych wartoséciach). To z
potaczenia tych dwéch map dla kazdego obszaru z osobna dostajemy przy-
blizone obszary, w ktérych znajduje sie uszkodzenie.

Rozdziat pierwszy zatytutowany ”Wstep” zawiera przeglad literatury na pod-
stawie ktorej autor rozpoczal i kontynuowal badania nad problemem lokali-
zowania uszkodzenia. W drugiej czesci rozdziatu opisuje koncepcje, strukture
i teze rozprawy doktorskiej.

Rozdziat drugi zatytutowany ”Teoria Spektralna” zawiera podstawowe de-
finicje i twierdzenia przestrzeni Hilberta, Sobolewa oraz przestrzeni LP. Za-
czynajac od definicji ciata i przestrzeni liniowej nastepnie definiujac iloczyn
skalarny oraz przestrzen metryczna i unitarng. W przestrzeni Hilberta podaje
twierdzenie o uktadzie ortonormalnym i pokazuje procedure tworzenia uktadu
ortonormalnego. Wprowadzajac definicje o-ciala oraz przestrzeni mierzalne;

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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dochodze do definicji przestrzeni LP oraz przestrzeni Sobolewa. Nastepnie
podaje definicje rezolwenty, widma oraz promienia spektralnego operatora.
Formuta Gelfanda-Beurlinga oraz alternatywa Fredholma pomoga mi w do-
wodzie twierdzenia spektralnego dla samosprzezonych liniowych operatorow
zwartych. W koncowej czeSci rozdzialu autor przedstawia analityczne wy-
liczenia wartosci 1 funkcji wtasnych dla kwadratu jednostkowego i kota o
promieniu jeden.

Rozdziat trzeci zatytutowany ” Metoda Elementow Skoniczonych” zawiera opis
metody elementow skonczonych zaimplementowany w pakiecie PDE Toolbox
programu Matlab. Poniewaz metoda elementéw skoriczonych jest bardzo bo-
gata w wyniki i zréznicowana, dlatego autor ograniczajg sie jedynie do opisu
rozwigzania uogélnionego réwnania eliptycznego aby nastepnie opisaé roz-
wigzanie docelowego problemu wtasnego. Najpierw pokazuje jak z ogdlnego
réwnania eliptycznego przechodzimy do stabej (wariacyjnej) postaci réwna-
nia eliptycznego. Otrzymane réwnanie zapisujemy przy pomocy bazy orto-
normalnej, dzigki czemu sprowadzamy rozwiazanie problemu ciagtego do roz-
wiazania problemu dyskretnego (skoniczona ilo§é réwnan liniowych).
Rozdziat czwarty zatytutowany ” Wyniki badan podstawowych obszaréw geo-
metrycznych” zawiera opis wynikéw moich doswiadczen numerycznych. Na
poczatku rozdziatu opisujemy algorytm i metode wykonywania pomiarow.
Nastepnie opisuje wyniki i podaje przyktady lokalizowania obszarow z uszko-
dzeniem przy uzyciu map izochorowych dla obszaréw jakimi sg kwadrat, koto
i elipsa. Dla obszaréw geometrycznych jakimi sg tréjkat réwnoboczny, réow-
noramienny i prostokatny przedstawilem metode identyfikacji wizualnej ob-
szaroOw z uszkodzeniem.

Rozdzial piaty zatytulowany ” Analiza widma operatora Laplace’a dla kwa-
dratéw o bokach 1, 2, 3 z uszkodzeniem wewnetrznym” zawiera analize wid-
ma operatora Laplace’a dla uszkodzonego obszaru geometrycznego jakim sa
kwadraty o wymiarach [0, 1] x [0, 1], [0,2] x [0,2] i [0, 3] x [0, 3]. W rozdziale
tym odpowiadamy na pytania dotyczace podobienstwa miedzy poszczegdlny-
mi widmami. Zastanawiam si¢ czy istnieje zaleznos¢ miedzy ksztattem map
izochorowych i powierzchni trojwymiarowych z dtugoscia boku kwadratow.
Kolejne pytanie na jakie odpowiadam jest symetria widma dla poszczegol-
nych kwadratow.

Rozdzial szosty zatytutowany ”Poréwnanie obrazéw numerycznego widma
operatora Laplace’a dla k6t o promieniach 11 2 z uszkodzeniem wewnetrz-
nym” zawiera poréwnanie kolorowych map izochorowych i powierzchni troj-
wymiarowych kot o promieniach 1 i 2. Poréwnuje miedzy sobg mapy wartosci

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej
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najmniejszych A,,;, 1 wartosci najwiekszych A, wartosci wtasnych. Szukam
zaleznosci miedzy obrazami a dlugo$cia promienia. Badam wtasciwosci sy-
metrii i regularnosci dla poszczegdlnych map.

Rozdzial si6dmy zatytulowany ” Podsumowanie” jest zebraniem i opisaniem
osiggnietych wynikow w ponizszej rozprawie doktorskie;j.

Teza pracy

Mozliwe jest wykrywanie i lokalizacja polozenia uszkodzenia (nieciaglosci)
w obszarach geometrycznych takich jak kwadrat, koto, elipsa, trojkaty row-
noboczny, rownoramienny i trojkat prostokatny z wykorzystaniem widma
operatora Laplace’a jako szczegblnego przyktadu operatora eliptycznego.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej



Rozdziatl 2

Teoria spektralna

2.1 Definicje i twierdzenia przestrzeni Hilber-
ta, Sobolewa oraz przestrzeni L

Definicja 1 Clialo [29](str.13-14)

Ciato K to struktura algebraiczna (K, +,-,1,0) taka, Ze zbior K zawiera co
nagmniej dwa elementy oznaczane symbolami 0 oraz 1, (K, +,-,1,0) jest pier-
Scieniem przemiennym, to znaczy + 1 - sq dziataniami w zbiorze K, nazywa-
nymi odpowiednio dodawaniem 1 mnozeniem spetniajgcymi warunki:

1. ¥opeex a+ (b+¢) = (a+b) +c,

2. vaeKa+0:a;

3. Vaex Jpex a+b=0,

4. Vopex a+b=>b+a;

5. Yapeex a-(b-c)=(a-b)-c,

6. Ve a -1 =a,

T Napeerx a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c),

8.Va7beK a-b=">b-a.

14
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9. Kazdy niezerowy element jest odwracalny, tzn.:
Vaer\{oy Fpex a-b=1.

Element 1 nazywa sie jedynkq lub jednosSciqg 1 jest on elementem neutralnym
mnozenia, 0 jest natomiast elementem neutralnym dodawania.

Definicja 2 Przestrzen liniowa [29)(str.182)

Niech (K, +,-,1,0) bedzie ciatem. Przestrzenig liniowq bgdZ wektorowq nad
ciatem K nazywa sie zbior X z dwoma dziataniami dwuargumentowymsi:
dodawaniem wektorow: X x X — X oznaczanym x+vy, gdzie x,y € X

1 mnozeniem przez skalar: K x X — X oznaczanym ax, gdzie a € K oraz
x € X, ktore spelniajg poniisze aksjomaty.

1. Dodawanie wektorow jest tgczne:
Va,y,z € X zachodzi x+(y+z) = (z4y)+=.

2. Dodawanie wektoréow jest przemienne:
Ve,y € X jest x+y = x+y.

3. Dodawanie wektorow ma element neutralny:
30 € X, nazywany wektorem zerowym, zZe x + 0 = x dla dowolnego x € X.

4. Dodawanie wektorow ma elementy przeciwne:
Ve e X dy € X, nazywany wektorem przeciwnym do x , taki, ze x +y = 0.

5. Mnozenie przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania wektorow:
Va € K orazVx,y € X jest a(x+y) = ax+ay.

6. Mnozenie przez wektor jest rozdzielne wzgledem dodawania skalaréow:
Va,b € K orazVr € X zachodzi (a + b)r = ax+bx.

7. Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalaréw:
Va,b € K orazVr € X jest a(bx) = (a-b)z.

8. Mnozenie przez skalar ma element neutralny:
Vo € X jest lx = x, gdzie 1 oznacza element neutralny mnozenia w X .

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej
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Definicja 3 lloczyn skalarny [40](str.129)

Niech dana bedzie przestrzen liniowa X. Zatozmy, ze kazdej parze elemen-
tow x,y € X zostala przyporzqdkowana liczba (x,y) € C (lub R), przy czym
przyporzqdkowanie to spetnia warunki:

1. (z,y) = (y,x)

2. {ax + Py, 2) = afw, z) + By, 2)

3. (x,x) >0 dlax+#01i(0,0) =0

Liczbe (z,y) nazywamy iloczynem skalarnym elementéw z, y.

Definicja 4 Przestrzen metryczna [29)(str.43)
Pare (X, d) nazywamy przestrzeniq metryczng, jezeli odwzorowanie d spetnia
nastepujgce warunki:

1.Ve,ye X (d(z,y) =0 z=1y)
2.Vr,ye X d(z,y) =d(y,xz) symetria
3.Vr,y,z € X d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) warunek tréjkqta

Jezeli (X, d) jest przestrzeniag metryczna, to odwzorowanie d nazywaé bedzie-
my metryka lub odlegtoscig w X.

Definicja 5 Norma [29](str.188)

Niech X bedzie przestrzeniqg lintowqg nad ciatem K liczb rzeczywistych bgdz
zespolonych. Odwzorowanie || - ||: X — [0, 00) nazywa si¢ normq w przestrze-
nt X, jesli dla wszystkich elementow x,y € X i skalarow o € K spetnia
nastepujgce warunki:

1. Niezdegenerowania

lz]l = 0 & = = 0; (2.1)

2. Dodatniej jednorodnosci
locz|| = |arf ][] (2.2)
3. Nierdwnosci tréjkgta (podaddytywnosei)
Iz +yll < llzll + [yl (2.3)

Przestrzen X z okreslong normq || - || nazywa sie przestrzeniq unormowang.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej
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Definicja 6 Norma indukowana przez iloczyn skalarny [40] (str.129)
Jezeli (x,y) jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej X, to wzor

]| = /{z, ) (2.4)
okresla norme w przestrzeni X.

Definicja 7 Przestrzen unitarnal51](str.88)
Zbior X nazywamy przestrzenig unitarng, jezeli

1. X jest przestrzeniq liniowq,
2. w X okreslony jest iloczyn skalarny (x,vy),
3. w X zdefiniowana jest norma

Definicja 8 Macierz Hermitowska

Macierzqg Hermitowskq albo samosprzezong nazywamy macierz kwadratowq
A = (ai;) rowna swojemu sprzezeniu hermitowskiemu, tj. macierz spetniajgca
warunek (a;;) = (ag;).

W przypadku macierzy o wyrazach rzeczywistych, macierze hermitowskie to
po prostu macierze symetryczne. Nieskonczenie wymiarowym uogolnieniem
pojecia macierzy hermitowskiej jest pojecie operatora samosprzezonego.

Definicja 9 Przestrzen Hilberta [40](str.128)

X jest przestrzeniq Hilberta wtedy 1 tylko wtedy, gdy X jest przestrzenig uni-
tarng zupelng (zupetnosé oznacza, ze kazdy cigg spetniajocy warunek Cau-
chy’ego zbieznosci ciggu ma granice nalezgcq do tej przestrzeni).

Definicja 10 Ortogonalnosé elementéw przestrzeni X [40](str.131)
Elementy x,y € X sq ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy (x,y) =0 (ozna-
czamy x L y).

Definicja 11 Dopelnienie ortogonalne [40)(str.148)
Dopetnienie ortogonalne podzbioru A przestrzeni X z okreslonym iloczynem
skalarnym jest to zbior wszystkich elementow w przestrzent X, ktore sq orto-
gonalne do kazdego elementu zbioru A. Symbolicznie:

At ={rze X :VyecAlx,y)=0}. (2.5)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Twierdzenie 1 Wlasnosci dopelnienia ortogonalnego [40](str.149)

Dopetnienie ortogonalne podzbioru przestrzeni Hilberta jest zbiorem domknie-
tym. W przestrzeni Hilberta X dwukrotne zloZenie dopelnienia ortogonalnego
dla danego zbioru A C X jest domknigciem powloki liniowej, tj. (A+)+ =TinA

Twierdzenie 2 O rzucie ortogonalnym [40](str.146)
Niech X bedzie przestrzenig Hilberta, zas C' C X bedzie jej domknietq pod-
przestrzeniq lintowg. Wowczas

X=CoCH (2.6)

gdzie ® oznacza (wewnetrzng) sume prostg, a C+ to dopetnienie ortogonalne
podprzestrzent C.

Definicja 12 Uklad ortogonalny [40](str.152)
Uktadem ortogonalnym w przestrzeni Hilberta X nazywamy zbior Z C X
taki, ze dla kazdego x,y € Z,x # y zachodzi (x,y) = 0.

Definicja 13 Uklad ortonormalny [40](str.152)
Uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X nazywamy ukiad ortogo-
nalny Z C X taki, Ze dla kazdego x € Z zachodzi ||z|| = 1

Twierdzenie 3 O ukladzie ortonormalnym [40](str.157-159)
Niech (ay) bedzie dowolnym ciggiem liniowym niezaleznych elementéw prze-
strzeni Hilberta X . Istnieje wtedy w przestrzeni X uktad ortonormalny (ey)
taki, ze

lin(ey, ez, ...,em) = lin(ay, as, ..., ap) m=1,2, ..
gdzie lin(xq, g, ..., Ty) 0znacza przestrzen liniowg wszystkich kombinacji li-
niowych elementow x1,x9, ..., Tp,.
Dla dowodu wystarczy zastosowaé ponizszq procedure ortonormalizacyi

a1

€1 = T (27)
[|axl
T .

e = ——, gdzie T3 =ay— (as, e)e (2.8)
[|22]]
T m—1

em = 2 gdzie Ty = G — Z (ag, e1)eq (2.9)
(2| Pt

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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z ktdrej wynika, ze (ey,) jest ukladem ortonormalnym spelniajgcym teze twier-
dzenia.

Definicja 14 Definicja o-ciala [35](str.9)
Niech X bedzie ustalong przestrzeniq. Rodzine F zbiorow przestrzeni X na-
zywa sie o-ciatem lub o-algebrg tej przestrzeni, jezeli:

1. Zbior pusty nalezy do F: geF;

2. Dopetnienie zbioru nalezgcego do F nalezy do F:
AeF=X\AecF

3. Suma przeliczalnie wielu zbiorow naleZgcych do F nalezy do F:

A Ay, e F=JA e R

=1

Zbiory nalezgce do o-ciata F nazywa sie zbiorami F-mierzalnymi lub krot-
ko: mierzalnymi (jesli o-cialo jest ustalone). Pare (X, F) zloZong z przestrze-
nt X ¢ okreslonego na nim o-ciata F nazywa sie przestrzeniqg mierzalng.

Definicja 15 Przestrzen mierzalna [33)(str.336)
Niech F bedzie o-ciatem podzbiorow zbioru ). Funkcje

p: F = [0, 00]

nazywamy miarg, gdy

1. (@) =0

21U An) = X521 p(40)

dla kazdej rodziny zbiorow parami roztgcznych Ay, As, As, ... € F.

Trogke (2, F, 1) nazywamy przestrzeniq z miarg.

Definicja 16 Przestrzeni LP [40](str.62-63)
Niech p > 0 bedzie liczbg rzeczywistq oraz niech (2, F, ) bedzie przestrze-
nig z miarg o-skoriczong. Niech L(u) bedzie zbiorem klas abstrakcji relacji

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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rownowaznosci w rodzinie wszystkich funkcji mierzalnych na Q0 wzgledem re-
lacyi rownowaznosci danej warunkiem f ~ g wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbior
{r € Q: f(x) # g(x)} jest u-miary zero. Zbior

LP(u) = {f € L(w): [ 1f@)u(de) < o0}

ma naturalng strukture przestrzeni liniowey.

Definicja 17 Staba pochodna [60](str.71)

Niech funkcje u,v bedq lokalnie catkowalne w zbiorze €2 oraz niech o bedzie
wielowskaznikiem. Mowimy, Ze funkcja v jest a -tqg stabg pochodng funkcyi u
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

/ uD®¢dz = (—1)l / védz

Q Q

dla kazdej funkcji ¢ € C2(R2), gdzie C°(§2) oznacza przestrzen wszystkich
funkcyi nieskonczenie wiele razy rozniczkowalnych w Q) ze zwartym nosnikiem
zawartym w . Jesli v jest a -tq stabg pochodng funkcji u, to zapisujemy to
nastepujgeco v = D%u. Ponadto symbol D“¢ oznacza pochodng czgstkowq
postaci

olel
Oxi*...0xon
Definicja 18 Przestrzen Sobolewa [60](str.97)

Przestrzenig Sobolewa W™P(Q) nazywamy zbidr

Wme(Q) = {f € LP(Q) : D°f € LP(Q) dla 0< |a| <m},

D% = o.

gdzie o = (o, ..., ap) € N jest wielowskaznikiem spelniajgcym warunek
o) =g+ + o, <,
oraz symbol D*u oznacza stabg pochodng funkcyi u rzedu .

Twierdzenie 4 Illoczyn skalarny [60](str.97)
Przestrzen H™(Q2) jest zupelna, jest zatem przestrzeniqg Hilberta. Funkcjonal
| fllm2 okresla norme w H™(Y), za$ iloczyn skalarny zadany jest wzorem

(f.9)= ¥ [ D*fDigde

0<|al<m

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Definicja 19 Przestrzeri Banacha [40](str.58-59)
Przestrzen Banacha to przestrzen unormowana X, w ktorej metryka wyzna-
czona przez norme, tj. metryka d dana wzorem

d(z,y) =z —y| (z,y € X),

jest zupetna. Zupetno$é metryki oznacza, ze kazdy cigg Cauchy’ego elementow
przestrzeni X jest zbiezny do pewnego elementu przestrzeni X .

2.2 Definicje i wlasnosci liniowych operato-
row samosprzezonych i zwartych. Twier-
dzenie spektralne

Na potrzeby niniejszej rozprawy ogblna postaé operatora rézniczkowego mo-
zemy zapisaé jak nastepuje
A= ¥ (-1)1DH(ayD9), (2.10)
[l |51<k
gdzie i oraz j sa wielowskaznikami, a;; € C'I(Q).
Niech
" 1 dlai=(1,0), j=(1,0) oraz i=(0,1), j=(0,1)
Y1 0 w pozostalych przypadkach

(2.11)

Jezeli rozpatrzymy przypadek funkcji dwoch zmiennych, tzn. u = u(zq, z3) i
podstawimy za k£ = 1, to otrzymamy ujemny operator Laplace’a postaci
0 ( ou ) 0 ( ou

811 8x1 aiL'Q 81'2
Szczegdlng klasa operatorow, jaka nas interesuje, sa operatory eliptyczne.
Ponizej podamy definicje operatora eliptycznego.
Definicja 20 Operator eliptyczny|51] (str.103)
Mowimy, zZe operator A okreslony powyzszq definicjq jest eliptyczny w punkcie
x = (21,29, ..., x,) wledy i tylko wtedy gdy dla kazdego ukladu
5 - <§17§27 Jé-'n) 7é 0 zachodzi

S ai(2)6 #0,

lil,| 1=k

gdzie & = 5}1 RN i & = f{l g

Au =

)=—Au (2.12)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Operator Laplace’a jest eliptyczny w dowolnym obszarze, poniewaz

Y ay(0)&E =& + €& = [¢)

lil,|51=k

Definicja 21 Operator liniowy [40] (str.82-83)
Niech E|F bedg przestrzeniami lintowymi. Odwzorowanie A: E — F jest
operatorem lintowym jezeli dla kazdego x,y € E 1 dla kazdego v € R

Az +y) = Alr) + Aly),
Alax) = aA(x).

Definicja 22 Operator ograniczony [40](str.91)

Niech X,Y bedg przestrzeniami unormowanymi. Operator T: X — Y na-
zywa sie operatorem ograniczonym jezeli istnieje pewna liczba nieujemna C',
taka zZe dla kazdego x nalezgcego do X spelniony jest warunek

| Tlly < Cllelx

Definicja 23 Rezolwenta operatora [40](str.370)
Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i B(H) zbiorem operatoréw ograniczo-
nych w H. Zbiorem rezolwentowym operatora A € B(H) nazywamy zbior

rs(A):={2€C: (A—zldy) jest odwracalny w B(H)}.

Definicja 24 Widmo operatora [40](str.371)
Widmem (spektrum) sp(A) operatora A nazywamy dopeinienie zbioru rs(A)
wC

sp(A) = C\rs(A).

Definicja 25 Wartosé wlasna operatora, promien spektralny [40] (str.371,378)
Element widma \ nazywamy wartoscig wtasng, jezeli NIdg — A ma nietry-
wialne jadro. Zbior wartosci wlasnych nazywamy widmem punktowym (czysto
punktowym) i oznaczamy spp(A). Poniewaz zbidr operatoréw odwracalnych
jest otwarty w B(H), zbior rezolwentowy jest otwarty a spektrum jest zbiorem
domknietym. Liczbe
sr(A) = sup |z
z€sp(A)

nazywamy promieniem spektralnym operatora A

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Lemat. Jezeli ciag liczbowy (c,) spetnia relacje ¢, + ¢ > Cnym, to ciag (<)
jest zbiezny i lim < = inf <.

Twierdzenie 5 Formula Gelfanda-Beurlinga [24](str.11)

Granica lim,,_.. ||A™||= istnieje i jest réwna sr(A).

Dowdd
Poltézmy ¢, = log ||A™||. Dla tak okreslonego ciagu mamy

Cn + = log || A"|| +log || A™]| = log(||A"|[[[A™]]) > log [|A™"|| = cimsn-

Z lematu wynika istnienie granicy lim < = lim log(||A™||)* i stad istnienie
granicy lim |]A”||% Oznaczmy ta granice przez r. Z kryterium Cauchy’ego
szereg 3 217" A™ jest zbiezny bezwzglednie dla |z| > 7 i jego suma jest réwna
(z — A)~L. Zatem z € rs(A) jesli |z| > lim || A"+ , czyli

sr(A) < lim ||A"]|5.

Niech teraz |z| > sr(A). Rezolwenta z — (2 — A) ™! jest funkcjg analityczng
na swojej dziedzinie, czyli na rs(A), zatem dla dowolnego funkcjonatu linio-
wego i cigglego ¢ funkcja liczbowa rs(A) € z —— ¢((z — A)™1) jest holomor-
ficzna, wiec ma rozwiniecie Laurenta w pierécieniu |z| > sr(A). W pierscie-
niu |z| > ||A|| rozwinigciem Laurenta rezolwenty jest szereg Y32, 2 F~1AF,
wiee p((z — A)™') ma w tym pierscieniu rozwiniecie 52, 2 Flp(A*). Z
jednoznacznosci rozwiniecia Laurenta jest to tez rozwiniecie w pierscieniu
|z| > sr(A). Ze zbieznodci szeregu Laurenta wynika, ze ciag (27 *p(A¥)) jest
ograniczony dla dowolnego cigglego funkcjonatu liniowego . Z twierdzenia
Banacha-Steinhausa ciag (2% A*) jest tez ograniczony w normie, wiec istnie-
je M takie, ze |z7F|||A¥|| < M . Stad ||A¥|| < M|z|F, [|A*||* < M*|z| — |2]
i lim ||A”||7 < |2|. Jest tak dla kazdego z > sr(A), wiec

sr(A) > lim || A"||7.

Definicja 26 Operator sprzezony [40)(str.196)
Operator lintowy T*: H — H nazywany jest sprzezonym do ograniczonego
operatora liniowego T': H — H, gdy

(Tx,y) = (x, T"y) dla wszystkich x,y € H.
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Definicja 27 Operator samosprzezony [40] (str.202)
Ograniczony operator lintowy T: H — H nazywany jest samosprzezonym,
gdy jest rowny swojemu sprzezeniu, tj.

T=T"
co jest rownowazne stwierdzeniu
(Tx,y) = (z,Ty) dla wszystkich x,y € H.

Twierdzenie 6 [64](str.2)
Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to

1]l = sup |(v, Av)| = sup |(v, Av)|.

llvfl<1 [vf|=1

Twierdzenie 7 [64](str.2)
Dla kazdego operatora A, operator A*A jest dodatni i ||A*Al|l = ||A]|?.

Dowdd.
Z réwnosci (v|A*Av) = (Av|Av) = ||Av||* mamy dodatnio$é¢, wiec i samo-
sprzezonos¢ A*A. 7 Twierdzenia 6

2
14°A]| = sup (v]A"Av) = sup (Av]Av) = sup [|4o]* = ( sup [[4v]]) = (||

llvf|=1 [lvf|=1 llvf|=1 [vf|=1

Twierdzenie 8 [64](str.2)
Dla operatora samosprzezonego norma jest rowna promieniowi spektralnemu

1Al = s7(A).

Dowdd.
7 poprzedniego twierdzenia ||A||*> = ||A?|| i stad ||A%™|] = ||A||*™. Z formuty
Gelfanda-Beurlinga dostajemy lim,, . ||A"||% = ||A]|.

Definicja 28 Operator zwarty [40](str.405-406)
Operator zwarty nazywamy operator liniowy miedzy przestrzeniami Banacha
przeprowadzajgcy ograniczone podzbiory dziedziny na warunkowo zwarte pod-
zbiory przeciwdziedziny. Innymi stowy, operator zwarty to operator majgcy
te wlasnosé, Ze domkniecie obrazu zbioru ograniczonego jest zwarte. Kazdy
operator zwarty jest automatycznie ograniczony.
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Definicja 29 Operator zwarty w przestrzeni Hilberta [40)

W przestrzeniach Hilberta rownowazna definicja operatora zwartego jest na-
stepujgca.

Operator T: H — H na nieskonczonej przestrzeni Hilberta H, nazywamy
zwartym jezeli mozemy go zapisaé w ponizszej formie

n=1

gdzie f1, fo, ... 1 g1,92,... Sq ortonormalnymi zbiorami a cigg liczb A1, A, . ..

jest ciggiem dodatnim dgzgcym w nieskonczonosci do 0. Liczby te nazywamy
osobliwymi wartosciami operatora.

Twierdzenie 9 Alternatywa Fredholma [40)(str.451-452)
Niech A: X — X bedzie zwartym odwzorowaniem przestrzeni Hilberta X w
siebie. Mozliwe sq dwie, wykluczajgce sie sytuacje

(1) dla kazdego g € X istnieje rozwigzanie réwnania (Id — A)f = g,
(2) réwnanie jednorodne (Id — A)f = 0 ma nietrywialne rozwigzanie.

Twierdzenie 10 [64](str.3)
Jezeli A € B(H) jest zwarty, to kazde 0 # X € sp(A) jest wartoscig wlasng.

Dowdd.
Istotnie, jezeli A jest zwarty i 0 # A, to z alternatywy Fredholma wynika, ze
A € rs(A) lub A jest wartoscia wtasna.

Twierdzenie 11 [64](str.3)
Jezeli A jest samosprzezony i zwarty, to || A]| lub —||Al| jest wartoscig wlasng.

Dowdd.
A jest s.s., wigc sr(A) = ||A]l, czyli ||A|| lub ||A]| nalezy do sp(A).
Z Twierdzenia 10 wynika teza.

Badanie widma operatora Laplace’a opieram o wyniki teorii spektralnej, w
szczegblnosci twierdzenia spektralnego. Dlatego tresé i dowdd twierdzenia
spektralnego podaje na nastepnych stronach.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Twierdzenie 12 Twierdzenie Spektralne [59)(str.12-13)

Niech T bedzie zwartym, samosprzezonym operatorem lintowym. Wtedy ist-
nieje uktad ortonormalnych wektorow uy, us, us, ... bedgcych wektorami wia-
snymi operatora T' 1 odpowiadajgce 1m wartosSci wlasne A1, Ao, A3, ... dla kto-
rych spetnione sq nieréwnosci

M| > [Ao] = [As] > .

oraz zachodzi -
T:E:Z)\k(:c,uk>uk Vo e H.
k=1
Ponadto jezeli cigg wartosci wlasnych (\,) jest ciggiem nieskoriczonym, to
A — 0 gdy n — 0.

Dowod twierdzenia spektralnego.
Krok 1. Konstrukcja wektorow wtasnych.

W celu konstrukeji wektoréw wtasnych i wartosci wtasnych skorzystamy z
Twierdzenia 11. Niech H; = H i Ty = T. Wtedy stosujac Twierdzenie 11
istnieje wartos¢ wlasne \; i odpowiadajacy jej wektor wlasny u, operatora
Ty takie, ze ||u1|| = 11 |A1| = ||T1||. Poniewaz span{u,} jest domknieta pod-
przestrzenia H; dlatego na podstawie Twierdzenia 2 (O rzucie ortogonalnym)
mamy H; = span{u;} @ span{u; }*. Niech Hy = span{u;}*. Przestrzet H,
jest domknieta podprzestrzenia Hy oraz T'(Hy) C Hs. Niech Ty = T4 |y,. Wte-
dy Ty jest zwartym samosprzezonym operatorem w B(H,). Zaktadamy, ze
T, # 0. Wtedy jeszcze raz na podstawie Twierdzenia 11 istnieje wartos¢ wla-
sna A taka, ze Ay = ||T»|| i odpowiadajacy jej wektor wlasny wug i [|ug|| = 1.
Poniewaz T3 jest obcieciem operatora T; wiec |\o| = ||To|| < ||Th]] = [N\
Oczywiscie wektory wlasne u; i us sa ortonormalne, co wynika z ich kon-
strukeji. Niech Hz = span{uy, us}*+. Oczywiscie Hy C Hy oraz T(Hs) C Hj.
Operator T3 = T'|pg, jest zwarty i samosprzezony. Stosujac po raz kolejny
Twierdzenie 11 istnieje warto$¢ wlasna A3 taka, ze |A\3| = ||T3|| i odpowiada-
jacy mu wektor whasny ||us|| = 1. |Az] < [A2| < |Aq]-

Procedura ta albo konczy sie dla pewnego naturalnego n z wynikiem 7;, = 0
albo istnieje przeliczalny cigg wartosci wlasnych A, i odpowiadajacych im
wektoréw whasnych u,, ||u,|| = 1 oraz zachodzi |\,| = ||T,||.- Ponadto dla
kazdego n mamy |[A\,i1] < | Ayl

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Krok 2. Jezeli (\,) jest nieskonczonym ciagiem, to A, — 0.

Dowdéd przeprowadze nie wprost. Zatézmy, ze A\, - 0. Wtedy istnieje € > 0
taki, ze |A\,| > 0 dla nieskoniczenie wielu n. Jezeli n # m, to

|| Tu, — TumH2 = [\, — )\mum||2 = )\i + )\fn > €2,

A to pokazuje, ze dowolny ciag Cauchy’ego (T'u,) nie ma granicy. Co jest
oczywiscie sprzeczne z zatozeniem o zupetnosci operatora T

Krok 3. Reprezentacja operatora T'.

Rozwazymy dwa przypadki. Pierwszy dla 7, = 0 od pewnego n. Niech
Ty = — Y p i {z up)ug. Wtedy z, L w; dla kazdego 1 < i < n oraz za-
chodza réwnosci

0="T,x,=Txr — Z A, ug ) ug.
k=1

I stad juz bezposrednio wynika réwnosé

Ty = Z Ak (T, ug) ug.

k=1

Przypadek drugi. T,, # 0 dla nieskonczenie wielu n.

Dla dowolnego = € H zachodzi ponizsze

172 = > Mz, u)uel| = | Tozall < [ Tallllzall = [Anlllzall < [Aalll2|] — 0.
k=1

Czyli

Ty = Z Ak (T, ug ) ug.
k=1

Co konczy dowdd twierdzenia spektralnego.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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2.3 Zagadnienie wlasne dla operatora Lapla-
ce’a

Operator T odwrotny do operatora Laplace’a definiujemy nastepujaco. Roz-
patrzmy zagadnienie wlasne dla réwnania Poissona z zerowymi warunkami
brzegowymi, tj.
—Au(xr) = du(x), € QCR"”
(z) . (2.13)
u(z) =0, x € 00
gdzie A € R jest wartoscia whasna operatora Laplace’a, a funkcja u(z) # 0
funkcjg wlasng. W jezyku przestrzeni Sobolewa mozemy napisaé, ze u € W, .
Zdefiniujmy operator:

T : L*(Q) — W2 (Q) C L*(Q) (2.14)

nastepujaco:
T(fy=ue —Au=f (2.15)

tj. u jest stabym rozwigzaniem réwnania Poissona.

W moich rozwazaniach twierdzenie spektralne stosuje dla operatora 7', ktory
jest operatorem odwrotnym do operatora Laplace’a. Wtedy wartosci wlasne
rozwazanego problemu uktadaja sie w ciag niemalejacy
1 1 1
— | < || <= <. 2.16
<l <5 (216)
Analityczne wyliczenie funkcji i wartosci wtasnych operatora La-

place’a dla kwadrata jednostkowego.
Roéwnanie wtasne dla operatora Laplace’a z warunkami brzegowymi Dirichle-
ta [14] ma postaé

%QQU(ZE, y> + 872211“(1;7 y) = —)\U(ZE, y) w [0, 1]17[0, 1]
{ Z(x,y) o’ na 9([0, 1]z[0,1]) . (2.17)

Réwnanie rozwigze za pomoca rozdzielenia zmiennych. Ogdélna postaé roz-
wiazania ma postaé iloczynu dwéch funkeji réznych zmiennych u(x,y) =
h(z)w(y). Po dwukrotnym zr6zniczkowaniu otrzymujemy

h"w + w"h = —Xhw. (2.18)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Po podzieleniu obustronnie przez hw otrzymamy

h// 1
o % - (2.19)

Poniewaz A jest liczba a funkcje h i w sa funkcjami réznych zmiennych,
dlatego powyzsze rOwnanie mozemy zapisa¢ rownowaznie jako dwa réwnania

h// 1
T i A —— (2.20)

Ogolne rozwiazania powyzszych rownan maja postaé
h(z) = asin(y/yx) + beos(y/vx), (2.21)
w(y) = csin(v/ky) + dcos(v/ky), (2.22)

gdzie a, b, ¢, d sg liczbami rzeczywistymi.
Po uwzglednieniu warunku brzegowego funkcje wtasne i wartoéci wtasne sa
postaci

um(x,y) = sin(lrx) sin(mny), (2.23)

Mo = 72 (12 + m?) (2.24)
gdzie I,m =1,2,3, ...
Pie¢ pierwszych réznych wartosci wtasnych to nastepujace liczby:

Mg =19.72, Ao =49.30, oo =T78.88, Ajs=9860, My3=128.18.

Analityczne wyliczenie funkcji i wartosci wlasnych operatora La-
place’a dla kota jednostkowego.

Réwnanie wlasne dla operatora Lapplacea’a w kole jednostkowym [14] ma
nastepujaca postacé

2 2
Ay — 0*v(zx,y) N 0*v(z,y)

92 092 = —\v(z,y) (2.25)

z warunkiem brzegowym v(z,y) = 0 dla (z,y) lezacych na okregu jednost-
kowym. Innymi stowy speliajacych réwnanie 22 + y? = 1. Wprowadzmy
wspotrzedne biegunowe postaci

x =rcos(f), y=rsin(0). (2.26)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Przy tak okreslonej zamianie zmiennych problem wartosci wtasnych operato-
ra Laplace’a dla kota jednostkowego we wspotrzednych biegunowych przyj-
muje postac

1 1
Vep + —Vp + — Vo + A =0 (2.27)
r r

z warunkiem brzegowym v(1,60) = 0. Powyzsze réwnanie rozwiazemy metoda
rozdzielonych zmiennych podstawiajac v(r, ) = f(r)h(8), ktére prowadzi nas
do réwnania

20 L EME) )

f(r) ~ h(0)

Poniewaz v(r,0) i h(f) musza by¢ funkcjami okresowymi ze wzgledu na 6 z
okresem 27, dlatego stala ¢ ma wartoéé ¢ = n?, gdzie n jest nieujemng liczba
naturalng. Funkcje h mozemy zapisa¢ w postaci

= const. = ¢ (2.28)

h(0) = cosnb + sinnd. (2.29)
Dla funkcji f(r) = y otrzymamy réwnanie rézniczkowe postaci
r2y" +ry + (r*X —n?)y = 0. (2.30)

Problemem jaki nas interesuje jest znalezienie wartosci wtasnej A dla ktorej
istnieje rozwigzanie powyzszego réwnania dla r = 0 i spelniajacego warunek
brzegowy f(1) = 0. Dzieki przeksztatceniu rv/A = p(A # 0) lub kr = p i
podstawieniu A\ = k% réwnanie przyjmuje postaé

d*y 1dy n?

— 4+ -——+(1-—=)y=0. 2.31

a2t od ( pQ)y (2.31)
Réwnanie (2.31) nazywamy réwnaniem Bessel’a a jego rozwiazaniami sa
szeregi potegowe, ktore noszg nazwe funkcji Bessel’a n-tego rzedu

n 2 4

p p
(1= 22n+2)  2-42n+2)2n+4) ) (2:32)

_ P
21|

y(p) = Ju(p)

Szukane rozwigzanie mozemy zapisa¢ w postaci

Yo = Jn(kr) (2.33)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej



31 ROZDZIAL 2. TEORIA SPEKTRALNA
1
0.5 ;
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X
Rysunek 2.1: Graficzne przedstawienie funkcji Bessel’a dla n=0,1,2,3,4.

gdzie k* = X\ i ponadto stala k musi spelnia¢ warunek brzegowy y,(1) = 0
co sprowadza si¢ do rownania

Ju(k) =0 (2.34)

Rysunek 2.1 przedstawia przyktadowe funkcje Bessel’a dla odpowiednio
n=0,1,23,4.

Ostatecznie szukane wartosci wtasne sa miejscami zerowych funkcji Bes-
sel’a podniesionymi do kwadratu. Odnotujmy iz kazda funkcja J,, ma przeli-

k Jo J1 Ja J3 Jy Js5

1| 2.4048 | 3.8317 | 5.1356 | 6.3802 | 7.5883 | 8.7715
2| 5.5201 | 7.0156 | 8.4172 | 9.7610 | 11.0647 | 12.3386
3| 8.6537 | 10.1735 | 11.6198 | 13.0152 | 14.3725 | 15.7002
4 | 11.7915 | 13.3237 | 14.7960 | 16.2235 | 17.6160 | 18.9801
5 | 14.9309 | 16.4706 | 17.9598 | 19.4094 | 20.8269 | 22.2178

Tabela 2.1: Zestawienie pierwszych pieciu miejsc zerowych dla szesciu pierw-

szych funkcji Bessel’a.
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czalng ilos¢ miejsc zerowych, ktore bedziemy odnotowywaé przez ky, ., (m =
1,2,3,...). Przy uzyciu tej notacji mozemy zapisa¢ funkcje wtasne w formie

In(Knm, ) (cosnd + sinnd). (2.35)

Ponizsza tabela przedstawia pie¢ pierwszych miejsc zerowych dla szesciu
pierwszych funkcji Bessel’a.

W tym miejscu chce zaznaczy¢ fakt, ze widmo operatora Laplace’a jest nie-
skonczone (przeliczalne). W moich badaniach numerycznych korzystam z
oprogramowania Matlab PDE toolbox, w ktérym otrzymuje jedynie kilka
pierwszych wartosci wlasnych. Aczkolwiek nie wplywa to na wyniki badan,
poniewaz wartosci wtasne pokrywaja sie ze soba.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Rozdziat 3

Metoda elementéw skonczonych

Metoda Elementéw Skoriczonych albo Metoda Elementu Skoniczonego (w
skrocie MES, ang. finite element method, w skrécie FEM) — zaawansowa-
na metoda rozwigzywania uktadow rownan rézniczkowych, opierajaca sie na
podziale dziedziny (tzw. dyskretyzacja) na skonczone elementy, dla ktérych
rozwigzanie jest przyblizane przez konkretne funkcje, i przeprowadzaniu fak-
tycznych obliczen tylko dla weztow tego podziatu. Rozwazania zawarte w
tym rozdziale opisuja metode elementéw skonczonych zaimplementowang w
pakiecie PDE Toolbox srodowiska Matlab.

3.1 Opis Metody Elementéw Skonczonych dla
Matlab PDE Toolbox

Ogolna posta¢ rownania eliptycznego rozwigzywang przy uzyciu Matlab PDE
Toolbox [52] mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

—V - (cVu)+au=f, wQ (3.1)

gdzie () jest ograniczonym obszarem plaszczyzny. Litery c,a, f i nieznane
rozwiazanie u sa funkcjami zespolonymi okreslonymi na obszarze 2. Warun-
ki brzegowe uwzgledniajace kombinacje funkcji v i jej pochodna normalng na
brzegu obszaru moga mie¢ postac:

i) Warunek Dirichlet’a: hu = r na brzegu 0f2.

33
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ii) Uogdlniony warunek Neumann’a: 7 - (cVu) + qu = g na brzegu 052,

iii) Warunek mieszany (stosowany jedynie do uktadéw réwnan): kombina-
cja warunkoéw Dirichlet’a i uogélnionych warunkéw Neumann’a.

Litery g, q, h,r sa funkcjami okreslonymi na brzegu 0€2. Natomiast symbol
T oznacza normalny wektor zewnetrzny.

Szukanie przyblizonego rozwiazania eliptycznego réwnania rézniczkowego czast-
kowego odbywa si¢ w trzech etapach. Pierwszym jest opisanie geometrii ob-
szaru {2 i warunku brzegowego. W przypadku oprogramowania Matlab mozna
to zrobi¢ interaktywnie uzywajac interfejsu graficznego (pdetool) albo przy
pomocy M-pliku. Obydwa sposoby sa rownie dobre. Nastepny, drugi etap, to
zbudowanie siatki tréjkatnej mesh (triangular mesh). Jest ona opisana przez
trzy macierze ustalonego formatu zawierajace informacje o punktach siatki,
segmentach granicznych oraz o tréjkatach z, ktérych budowana jest siatka.
Ostatnim, trzecim etapem, jest dyskretyzacja czastkowego réwnania réznicz-
kowego i warunkow brzegowych w celu uzyskania uktadu réwnan liniowych
postaci Ku = F'. Nieznany wektor u zawiera zawiera przyblizone rozwigzanie
w punktach siatki mesh. Macierz K sktada sie ze wspotczynnikow c, a, h, q.
Prawa strona réwnania czyli macierz F' zawiera gtownie srednie funkcji f w
poblizu kazdego punktu siatki mesh i ograniczen wynikajacych z funkcji g.
W przypadku oprogramowania Matlab metode elementéw skonczonych mo-
zemy opisa¢ jednym istotnym zdaniem: Jest to projekcja stabej postaci row-
nania rozniczkowego na skonczenie wymiarows przestrzen funkcyjng. Dalsza
czes¢ opisu bedzie sktadaé sie z rozwiniecia powyzszego zdania.

Bez straty ogélnosci rozwazymy ogolna postaé eliptycznego réwnania roz-
niczkowego (3.1) z uogblnionym warunkiem brzegowym Neumann’a (ii) na
calym brzegu obszaru (). Jest to mozliwe poniewaz brzegowy warunek Di-
richlet’a moze by¢ opisany przy pomocy ogdlnego warunku Neumann’a. W
najprostszym przypadku kiedy macierz h jest macierza jednostkows i podsta-
wiajac ¢ = qr a nastepnie zmierzajac ¢ — oo otrzymamy warunek Dirichlet’a
poniewaz dzielac przez bardzo duze ¢ zniwelujemy pochodna normalna do 0.
Niech u bedzie rozwiazaniem rownania rézniczkowego (3.1). Mnozac to réw-
nanie przez dowolng funkcje testowg v a nastepnie calkujac na zbiorze €2
otrzymamy roéwnosc

/Q —(V - (cVu))v + auvdx = /Qfl/d$- (3.2)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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Nastepnie catkujac przez czesci przy uzyciu formuty Green’a réwnanie (3.2)
dostajemy

/Q —(cVu) - Vv + auvdr — /

aQ(CVU) -vds = /Q frdz. (3.3)

Z warunku brzegowego i) mozemy zastapié¢ catke po brzegu 02 jak nastepuje

/Q—(CVU) - Vv + auvdx — /89(—qu + g)vds = /Qfl/da:. (3.4)

Teraz mozemy problem oryginalny (3.1) zastapi¢ nastepujacym problemem.
Znajdz taka funkcje u aby zachodzito nastepujace

/Q—(cVu) Vv + auv — frdr — /m(—qu + g)vds = 0. Vv (3.5)

Roéwnanie (3.5) nazywane jest wariacyjna albo stabg forma réwnania réznicz-
kowego. Oczywiscie kazde rozwigzanie réwnania rézniczkowego czastkowego
jest réwniez rozwigzaniem problemu wariacyjnego danego rownania. Twier-
dzenie w drugg strong¢ jest prawdziwe pod pewnymi zalozeniami o obszarze
Q) i wspotezynnikach funkcji. Rozwiazanie problemu wariacyjnego nazywane
jest rowniez stabym rozwiazaniem rownania rézniczkowego czastkowego.
Rozwiazanie u oraz funkcje testowe v nalezg do pewnej przestrzeni funkcyj-
nej V. Nastepnie musimy wybra¢ Np,-wymiarowg podprzestrzen Vy, C V.
Projekcja stabej formy réwnania rézniczkowego na skonczong podprzestrzen
przestrzeni funkcyjnej oznacza tyle, ze wymagamy aby rozwigzanie u i funk-
cja v lezaly w podprzestrzeni Vy,. Rozwigzanie problemu dla podprzestrzeni
o skonczonym wymiarze sprowadza si¢ teraz do znalezienia takiego elementu
przestrzeni Vy,, ktéry lezy najblizej stabego rozwigzania w sensie metryki
energi. Zbieznos¢ jest zagwarantowana jezeli przestrzen Vi, dazy do V' gdy
N, — o00. Poniewaz operator rézniczkowy jest operatorem liniowym dlatego
postulujemy iz réwnanie wariacyjne jest spetnione dla N, funkcji testowych
¢i € Vy, tworzacych baze.

/Q(cVu) -V + aup; — fo;dx — /E)Q(—qu%—g)(bids =0, i=1,..,N, (3.6)

Zapisujac funkcje u przy pomocy tej samej bazy podprzestrzeni Vy, otrzy-
mamy

u(z) = Z Us5(s), (3.7)

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
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a w konsekwencji mamy uktad réwnan

Np

S /Q (cV;)Vi+ad;dida+ /d 4030uds)U; = /Q Fobsdat /d gouds, i =1,., N,

j=1
(3.8)
W dalszej czesci dla skrécenia opisu bedziemy uzywacé ponizszej notacji:

K; ;= / (cV¢;) - Voidr (Macierz sztywnosci)
Q

M, ;= /chbj(bidx (Macierz masy)
Qij = /aa qo;¢ids
F = / Joidx
Q

G = /89 goidx

i zapiszemy uktad réwnan (3.8) jako
(K+M+QU=F+G

K, M, (@ sa macierzami o wymiarze N, x N, a F, G sa wektorami NN,. Macie-
rze K i M oraz wektor F' sa generowane przez wewnetrzng funkcje Matlaba
0 nazwie assema, natomiast macierz @) i wektor GG generuje funkcja assemb.
Kiedy operator jest samosprzezony i eliptyczny w sensie matematycznym,
macierz K + M + @ staje sie symetryczna i dodatnio okreslona. Wiele ogdl-
nych probleméw ma te wlasno$é¢ i w wiekszosci z nich mozemy sformutowaé
je jako problemy minimalizacji (optymalizacji) czyli znalezienia najlepszego
rozwigzania w pewnej klasie rozwiazan. Wtedy dla przypadku rownania ska-
larnego macierze K, M, Q) oczywiscie sa symetryczne. Jezeli ¢(z) > § > 0,
a(x) >0iq >0, to

UT(K + M+ Q)U = /QCWU\? +au? +/aQ quids > 0, jezeli U # 0. (3.9)

UT(K + M + Q)U nazywamy norma energetyczna.

Przestrzen funkcji testowych mozemy wybrac¢ na wiele sposobéw. Toolbox ja-
ko funkcji testowych uzywa funkcje ciggte, ktore sg liniowe na kazdym tréj-
kacie siatki mesh. Dzieki liniowosci mamy zagwarantowane istnienie caltek,
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ktore definiujg macierz sztywnosci K. Projekcja na podprzestrzen Vi, to nic
innego jak liniowa interpolacja, a obliczenie rozwigzania wewnatrz tréjkatow
siatki okreslone jest przez ich wierzchotki.

Dogodng baza przestrzeni Vy, jest zbiér tak zwanych funkcji ”namiotowych”
¢;. Sa one liniowe na kazdym trojkacie siatki mesh i przyjmuja wartos$cé
0 dla kazdego wierzchotka x; poza wierzchotkiem z;. Dodatkowa zaltoZenie
¢i(z;) = 1 daje nam bardzo przydatne wtasnosci bazy. Mianowicie rozwiaza-
nie u(z;) mozemy zapisa¢ w prostej postaci

U(SL’@) = éUJ¢j($Z) = Uz (310)

Dzigki temu po rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymamy wartosci przyblizo-
nego rozwigzania na wierzchotkach trojkatow. Nastepna wtasnoscia funkcji
bazowych ¢; jest to, ze znikajg na wszystkich trojkatach, ktére nie zawieraja
wierzchotka x;. Natychmiastows konsekwencja tej wtasnosci jest fakt, iz catki
pojawiajace si¢ w macierzach K; ;, M; ;, @), ; 1 wektorach F;, G; obliczane sg
tylko dla tréjkatéw zawierajacych wierzchotek x;. Co w bardzo duzym stop-
niu usprawnia obliczenia. Drugg bardzo wazng zaleta tak dobranych funkcji
jest to, iz K; ; i M; ; sa rowne zero chyba, ze wierzcholki z; i x; sg wierzchol-
kami tego samego tréjkata. Macierze K i M sa macierzami rzadkimi (macierz
w ktorej wiekszosé elementéw rowna sie zero). Ich rzadkosé (ilo$é elementéw
i ich rozmieszczenie) zalezy od porzadku wskaznikoéw punktéw siatki mesh.
Matlab obliczajac rozwiazanie na pojedynczym tréjkacie siatki mesh (Ry-
sunek 3.1) tworzy tak zwana macierz lokalna dla tego tréjkata. Jest to ma-
cierz o wymiarze 3 x 3 zawierajaca obliczone catki na danym tréjkacie. Catki
obliczane sg przy uzyciu reguly punktu posredniego. Aproksymacja ta jest
optymalna poniewaz jest takiego samego rzedu jak liniowa interpolacja po-
szczegOlnych kawatkéw obszaru. Tak utworzone macierze lokalne wstawiane
sg jako elementy w odpowiednich miejscach do macierzy rzadkiej lub odpo-
wiedniego wektora.
Najprostsze obliczenia sg dla partykularnej macierzy masy m

area(APlPQPg)
mig= [ a(P)o(a)es(a)dr = a(P) TSGR (L), (311)
gdzie P, jest $rodkiem masy tréjkata AP P, P3 liczonym ze wzoru
P+ P+ P
P - 1+32+3 (3.12)
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Rysunek 3.1: Lokalny trojkat o wierzchotkach P, P, P35, punkcie posrednim P,
i punkcie srodkowym F,.

Przyktadowe obliczenia macierzy F' sa nastepujace

area( AP, Py P3)
3

Dla lokalnej macierzy sztywnosci musimy oszacowaé gradient, dla tych funkcji
bazowych, ktére nie znikaja na tréjkacie P, P, Ps. Poniewaz funkcje bazowe
s liniowe na trojkacie Py P, P3, dlatego gradient jest staly. Oznaczmy funkcje
bazowe ¢1, o, p3 tak, aby ¢;(P;) = 1. Jezeli Py — Py = [x1,11]7 to wtedy
mamy

,ﬁ'ZZf(fi)

(3.13)

— 1 Y1
Vo = 2area( AP, PyP3) [ —T 1 (3.14)

a po scatkowaniu (c jest macierza statg na trojkacie) mamy

1 N
iy = L —a)e(P.
7 4area(AP1P2P3)[yJ zle(Fe) [ e ]

(3.15)

Jezeli dwa wierzchotki trojkata leza na brzegu obszaru 052, to sa czescia linii
stowarzyszonej z warunkiem brzegowym. Jezeli dwa punkty brzegowe to P;
i P, wtedy mamy

||[PL — Pyl

Qi,j = Q(Pb) 6

(1+9;,), 1,7 =1,2 (3.16)

oraz

P, —P
M, i=1,2 (3.17)

G'L:g(Pb) 2 ) 4y
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gdzie P, jest punktem srodkowym miedzy P, Ps.

Dla kazdego trojkata wierzchotek P,, lokalnego trojkata odpowiada wskazni-
kowi i,, siatki mesh. Wyliczenia z poszczegdlnych tréjkatow dodawane sg do
macierzy w nastepujacy sposob

KZ’ t«— Kim,in + ]{?mm, m,n = 1, 2, 3. (318)

Funkcja, ktora za to odpowiada nosi nazwe assempde. Gradienty i pola tréj-
katow (area) liczone sa przez funkcje pdetrg.

3.1.1 Zagadnienie wlasne

Ogolng postaé zagadnienia wtasnego rozwiazywana przy uzyciu Matlab PDE
Toolbox [52] mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

-V - (cVu) + au = Mdu, (3.19)

gdzie A jest nieznang liczbg zespolong.

Rozwiazanie numeryczne zagadnienia wtasnego znajdowane jest przez dys-
kretyzacje jego rownania i rozwiazanie uzyskanego w ten sposob algebra-
icznego problemu wtasnego. W pierwszym kroku rozwazymy dyskretyzacje.
Zapisujac nasze réwnanie z niewiadomg u w terminologii MES, mnozac przez
funkcje bazowa a nastepnie catkujac po obszarze ) otrzymamy ogdlne row-
nanie wlasne

KU = AMU, (3.20)

gdzie macierz masy M odpowiadajaca prawej stronie rOwnania ma postac

My = | d@);(@)i(x)da. (3.21)

Macierze wytrzymatosci K i masy M wyliczane sg przy uzyciu wewnetrznej
funkcji Matlaba zwanej assema z réwnan postaci

-V - (c¢Vu) + au =0, -V - (0Vu) + du = 0.

W wigkszosci przypadkow, kiedy funkcja d(x) jest dodatnia (wigksza od ze-
ra), macierz masy M jest macierza dodatnio okreslona. Ponadto jezeli funkcja
c(x) jest dodatnia i mamy warunek brzegowy Dirichleta, macierz wytrzyma-
tosci K jest réwniez macierzg dodatnio okreslona.

Ogélny problem witasny KU = AMU jest teraz rozwiazywany z pomoca
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metody Arnoldi’ego wyznaczania bazy ortogonalnej zastosowanej do przesu-
nietej i odwroconej macierzy. Algorytm jest restartowany dopoki nie zostang
znalezione wszystkie wartodci wtasne okreslone dla danego przedziatu.
Najpierw przesuniecie p jest ustalane blisko wartosci, gdzie chcemy znalezé
wartos¢ wlasna. Kiedy obydwie macierze K i M sa dodatnio okreslone, to
algorytm przyjmuje p = 0 jako warto$¢ najbardziej odpowiednia a nastep-
nie wybiera najmniejsza warto$¢ wtasna. W przeciwnym wypadku wybierany
jest jakikolwiek punkt z przedzialu, w ktorym szukamy wartosci wtasnych.
Nastepnie odejmuje uM od réwnania wlasnego i otrzymuje réwnanie

(K — uM)U = (A — p)MU. (3.22)

Potem mnozy przez odwrotno$¢ macierzy przesunietej i dostaje

1
EU = (K — uM)"'MU. (3.23)

To rownanie jest juz standardowym problemem wtasnym AU = QU z macie-
rzg A réwng

A= (K —puM)'M (3.24)
i wartosciami wlasnymi

1
b

0; 1=1,...,n. (3.25)
Wartosci wlasne 6; przeksztalconej macierzy A odpowiadaja teraz warto-
Sciom wlasnym

ogblnego rownania wtasnego macierzy K i M najblizszemu przesunieciu pu.
Algorytm Arnoldi’ego oblicza ortonormalna baze V', gdzie przesuniety i od-
wrocony operator A jest reprezentowany przez macierz Hessenberga H,

AV, = V;H,; + E;. (3.27)

Indeksy w powyzszej notacji oznaczaja, ze V; i F/; maja j kolumn a macierz
H; ; ma j wierszy i kolumn. Jezeli nie uzywamy indekséw oznacza to, ze wek-
tory i macierz sa rozmiaru n.

Niektore wartosci wlasne macierzy Hessenberga H;; dajg niekiedy dobre
przyblizenie wartosci wlasnych ogodlnego rownania wtasnego macierzy K i
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M jezeli tylko wymiar j bazy V; wzrasta a coraz mniej wektorow wtasnych
jest ukrytych w macierzy reszty F;.

Baza V' jest budowana przez kolumny v; w kazdym kroku. Pierwszy wektor v,
jest wybierany losowo spoérod rozktadu normalnego n liczb. W j-tym kroku
pierwsze j wektorow sg juz obliczone i tworzg macierz V; o wymiarze n X j.
Nastepny wektor v;; jest obliczany przez mnozenie macierzy A i wektora v;
oraz poddanie go dziataniu ortogonalizacji wobec wczesniejszych wektorow.
Roéwnanie, ktére opisuje ten proces jest nastepujace

hjt150541 = Av; = Vi, (3.28)

gdzie wektor kolumnowy h; zawiera wspoétczynniki Grama-Schmidta, nato-
miast hj41 ; jest czynnikiem normalizujacym dzigki ktéremu v;; jest dtugosci
jeden. Laczac powyzsze stwierdzenia w catos¢ otrzymamy rownanie

AV} = V}'Hjﬂ‘ + Uj—i—lhj—&—l,je’f; (329)

gdzie H;; jest macierzg Hessenberga z wektorami h; jako kolumny. Drugi
czynnik wyrazenia prawej strony rOwnania ma niezerowe elementy jedynie w
ostatniej kolumnie a wcze$niej znormalizowane czynniki leza ponizej diago-
nali macierzy H; ;.
Wektory wlasne i wartoéci wlasne macierzy Hessenberga H; ; daja przyblize-
nie niektérym wektorom wtasnym i wartosciom wlasnym macierzy operatora
A w nastepujacy sposéb. Oblicza wartosci wiasne 6; i wektory wtasne s;
macierzy H; ;

H;js; = s;b;, i=1,..,7. (3.30)

Wtedy
yi = Vjs; (3.31)

jest przyblizeniem wektora wlasnego macierzy A a jego reszta to
r; = Ayz — yﬂz = AV}SZ - V}sﬂ, = (A‘/J - V}-Hj,j)si = vj—&-lhj—i—LjSi' (332)

Zeby przyblizenie wartoéci wlasnej byto doéé¢ dobre, reszta musi by¢ mata w
odniesieniu do normy dla #;. Norma z reszty réwna sie

||7il] = |hjz158il, (3.33)

czyli iloczyn ostatniego elementu subdiagonalnego macierzy Hessenberga i
ostatniego elementu jego wektora wlasnego. Rzadko si¢ zdarza aby h;1 ; byto
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dostatecznie mate, ale po odpowiednio duzej ilosci krokow j zawsze sg jakies
wektory wlasne s;, ktérego ostatni element jest wystarczajaco maty. Dodaj-
my jeszcze, ze wektor Vi, jest dlugosci jeden. Aby obliczy¢ norme reszty,
nie potrzebujemy obliczaé¢ przyblizenia wektora wtasnego y;. Musimy jedynie
zbadac krotki wektor s; i oznaczy¢ te, ktore majg zbiezne ostatnie sktadniki.
Dla typowego przypadku n moze by¢ rzedu 2000, kiedy 7 rzadko kiedy osiaga
50. Dlatego wszystkie obliczenia ktore zawieraja jedynie macierze i wektory
rozmiaru j sg o wiele tansze w obliczeniach niz te, ktore zawieraja wektory
o dtugosci n. Takie obliczenia dla wartosci wlasnej i testy dla zbieznosci sa
robione co kilka krokéw j, dopoki wszystkie przyblizenia wartosci wlasnych
wewnatrz szukanego przedziatu nie zostang oznaczone jako zbiezne. Kiedy n
jest duzo wigksze niz j takie obliczenia sg robione bardzo czesto, natomiast
dla mniejszych n duzo rzadziej. Kiedy wszystkie wartosci wtasne wewnatrz
przedziatu sg zbiezne albo kiedy j osiggneto przypisane maksimum, to zbiez-
ne wektory witasne albo bardziej poprawnie wektory Schur’a sg obliczane i
wstawiane do przodu bazy V. Nastepnie algorytm Arnoldi’ego jest restarto-
wany z losowym wektorem jezeli wszystkie przyblizenia wewnatrz przedziatu
sg oznaczone jako zbiezne albo z najlepszym niezbieznym przyblizeniem wek-
tora wtasnego ;. Przy drugim uruchamianiu algorytmu Arnoldi’ego w kaz-
dym j-tym kroku wektor jest ortogonalizowany do wszystkich wektoréw w
V wlaczajac w to zbiezne wektory Schura otrzymane we wczesniejszym uru-
chamianiu algorytmu. W ten sposob algorytm jest stosowany do rzutowanej
macierzy i odkrywa druga kopie kazdej podwojnej wartosci wlasnej jaka moze
sie pojawi¢. Jezeli przy drugim uruchomieniu algorytm odkryje jakakolwiek
warto$¢ zbiezng, to nastepuje trzecie uruchomienie algorytmu. Algorytm jest
dopoty uruchamiany dopoki nie pojawi sie wiecej zbieznych przyblizonych
wartos$ci wtasnych 6;. Nastepnie algorytm sygnalizuje zbieznos$¢. Jezeli po
tych wszystkich uruchomieniach nadal sa niezbiezne przyblizenia wartosci
wtasnych a ilo$¢ maksymalnych krokow jakie miat wykonaé¢ algorytm zosta-
ta przekroczona, to algorytm sygnalizuje rozbieznos$é¢ i wyswietla wszystkie
rozwigzania ktore znalazt.

Jest to strategia heurystyczna, ktéra dziata dobrze dla symetrycznych i nie-
symetrycznych a nawet dla niepetnych probleméw wtasnych. Istnieje mata
teoretyczna szansa pominiecia wartosci wtasnych jedynie wtedy, gdy wszyst-
kie wektory startowe, ktore wybierane sg losowo, bedg ortogonalne do swoich
wektoréow wtasnych. Algorytm restartuje sie p-razy, gdzie p jest najwieksza
wielokrotnosciag wartosci wtasnej. Przy kazdym kolejnym restartowaniu wy-
znaczany jest nowy losowo wybrany kierunek poszukiwan. Odnotujmy fakt,
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ze przesunieta i odwrocona macierz
A= (K —uM)*M (3.34)

jest potrzebna jedynie po to, aby wykonywac obliczenia na wektorze v; w al-
gorytmie Arnoldi’ego. Obliczenia te sg realizowane przez rozktad na macierze
dolnotréjkatnej L i gérnotrojkatnej U

P(K — uM)Q = LU, (3.35)

przy uzyciu komendy lu (P i () sa macierzami permutacyjnymi, ktore prze-
mieniajg lewa strone rownania na czynniki L i U, ktore sa macierzami rzad-
kimi i numerycznie stabilnymi). Rozktad na macierze L i U jest realizowany
tylko raz na poczatku obliczen. Wtedy

r = Av; (3.36)
obliczane jest z rownania
x=QU 'L 'PMv;. (3.37)

Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze moje badania opieraja si¢ na obliczeniach
numerycznych i dlatego otrzymane widmo jest skonczone (przeliczalne).
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Rozdziatl 4

Wyniki badan podstawowych
obszar6w geometrycznych

Niniejszy rozdzial zawiera istotne wyniki autora. W tym rozdziale opisze me-
tode badawczg jakiej uzytem w trakcie przeprowadzania do$wiadczen nume-
rycznych w celu okreslenia potozenia uszkodzenia dla obszaréw geometrycz-
nych jakimi sa: kwadrat, koto, elipsa, trojkat rownoboczny, trojkat rownora-
mienny i trojkat prostokatny oraz przedstawie graficznie otrzymane wyniki.
W koncowych cze$ciach podrozdziatow przedstawie przyktady ilustrujace,
ktore pomogg zrozumie¢ metode. Badania numeryczne przeprowadzone byty
w programie Matlab PDE Toolbox. Algorytm uzyskiwania wartosci wtasnych
sktada sie z pieciu krokdéw.

Algorytm

1. Zadajemy obszar €2 bez uszkodzenia .

2. W zadanym obszarze {2 umieszczamy uszkodzenie.

3. Wybieramy rodzaj réwnania i jego specyfikacje (Eigenmodes, a = 1.0,

c=0.0,d=1.0).

4. Obszar z uszkodzeniem pokrywamy siatka MES (triangulacja obszaru z
uszkodzeniem).

5. Otrzymujemy wartosci wlasne A\,in, A1, A2, ..., Anas-

Algorytm uzyskiwania wartosci wlasnych jest stosowany za kazdym razem
na nowo dla kolejnego punktu, w ktérym umieszczane jest uszkodzenie. Na
przyktad w przypadku kwadrata [0, 1] x[0, 1] byto 121 punktéw pomiarowych.
Uszkodzenie (nieciagtosé) jest to bardzo mate kolo o promieniu » = 0.01.
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- _ ;
B PDE Toolbox - Amanmnmmmm ‘ _@lﬂl&]

File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help

OH O &= BOPDE& £h| = @* le_GenericScalar vll LEEE Wl
Set formula:  |sgq-c1

Info: Initiglized mesh consists of 385 nodes and 722 triangles. I
z e ——

Rysunek 4.1: Pokryty siatka mes zadany obszar Q (kwadrat [0, 1] x [0, 1]) z
uszkodzeniem wewnetrznym.

-
B PDE Specification = | B i

Equation: -div(c*grad(u}}+a*u=lambda*d*u

l Type of PDE: Coefficient Value

l () Elliptic E 1.0
() Parabolic £ 0.0 h
: ) |
() Hyperbolic 10.0
(@) Eigenmodes d 1.0

Rysunek 4.2: Wybranie typu rownania i jego specyfikacji.
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"B PDE Toolbox - AKW

|| File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help

:—gﬂggﬂ Al JEQ &I = |@| Q\" ‘Generic Scalar '.I LGy e

Set formula:  [5gq-cy

Lambda(1)=24.0053 Color:u

0.06
0.04
0.02
—0_=2£J_1 0 0.10?20?30_40.50.60.70_80_9 1 1_11_=2
Info:  Click and drag at corner to create rectange.

Rysunek 4.3: Graficzne przedstawienie rozwiazania réwnania wtasnego dla
A = 24.0053.

Plot type: Property: User entry: Plot style:

Color 1 1
u - interpolated shad. -

I:‘ Contour

[ Arrows -grad(u} - proportional )

I:‘ Deformed mesh —grad(u} '.

[ Height (3-D plot) u - continuous -

Animation Options..
[ Piot in x-y grid Contour plot levels: 20 Plot solution automatically
D Show mesh Colormap: cool ,' Eigenvalue: 2404 z

Rysunek 4.4: Wartosci wlasne réwnania Laplace’a dla kwadrata [0, 1] x [0, 1]
z uszkodzeniem w punkcie (0.7,0.4).
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Pierwszym krokiem jaki wykonujemy jest zadanie (narysowanie) obszaru ).
Program PDE Toolbox posiada bardzo przyjazny uzytkownikowi interfejs.
Obszar mozna narysowa¢ przy uzyciu kursora albo w bardzo precyzyjny spo-
soOb wprowadzi¢ wspotrzedne wierzchotkéw w przypadku wielokatéw. Nato-
miast dla kota i tym podobnych figur wprowadzamy Srodek i promien kota
albo odpowiednio inne parametry, ktore charakteryzuja dang figure geome-
tryczna. Na Rysunku 4.1 przedstawiony jest interfejs PDE Toolbox programu
Matlab. Pokazany jest tam pokryty siatka mes obszar €2, ktérym jest kwadrat
jednostkowy a uszkodzenie umieszczone zostato w punkcie (0.7,0.4). Na Ry-
sunku 4.2 ponizej mamy wybrany rodzaj réwnania (Eigenmodes) oraz jego
specyfikacje czyli wartos¢ wspotezynnikéw c, a, d w rOwnaniu

—div(c*x grad(u)) + a * u = lambda * d * u. (4.1)

Dla zagadnienia wtasnego operatora Laplace’a wspoélczynniki te majg war-
tos¢ ¢ =1, a = 0, d = 1. Czwarty krok, to pokrycie siatka mesh obszaru z
uszkodzeniem. Na Rysunku 4.1 pokazany jest pokryty siatka mesh obszar €2,
ktorym jest kwadrat jednostkowy a uszkodzenie umieszczone zostato w punk-
cie (0.7,0.4). Piatym i ostatnim krokiem jest odczytanie warto$ci wtasnych
odpowiadajace danemu uszkodzeniu, ktére znajdziemy w oknie dialogowym
Plot Selection. Rysunek 4.4 pokazuje przyktadowe wartosci wtasne dla ob-
szaru € jakim jest kwadrat [0,1] x [0, 1] i uszkodzenia znajdujacego si¢ w
punkcie (0.7,0.4). Do stworzenia map izochorowych najmniejszych i najwiek-
szych wartosci wtasnych z otrzymanego pomiaru wybieramy A, = 24.01
oraz Ay = 85.1. Rysunek 4.3 przedstawia rozwigzanie rownania wtasnego
dla A = 24.0053 i uszkodzeniem w punkcie (0.7,0.4). W programie Matlab
mozna wygenerowaé tréjwymiarowe przedstawienie rozwigzania z mozliwo-
Scig swobodnego obracania obrazu.

Na nastepnych stronach zaprezentuje przyktady w jaki sposob nalezy lokali-
zowad uszkodzenie.
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4.1 Kwadrat o wymiarach [0, 1] x [0, 1]

4.1.1 Opis doswiadczenia oraz uzyskanych wynikéw

Pierwszy obszar jaki zostat poddany badaniom byt to kwadrat jednostkowy,
tzn. kwadrat o bokach réwnych 1 [13]. Problem spektralny dla tak zadanego
obszaru zapisujemy w postaci:

‘%u(a:,y) + aTZ’QLL(x,y) = —Au(x,y) w [0,1] x [0, 1]
{ w(e,y) =0 nao(0,1] x 0,1). P

Ponizej, na rysunku 4.5 przedstawiona jest siatka punktow, w ktoérych
umieszczaltem znieksztatcenie i dokonywaliSmy pomiaru widma operatora La-
place’a. Do kazdego punktu z osobna stosowatem algorytm, ktéry jest opisany
na poczatku obecnego rozdziatu.
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Rysunek 4.5: Siatka punktow w ktorych umieszczatem znieksztatcenie i do-
konywatem pomiaru widma.

W ten sposéb otrzymatem pomiary widma, z ktorego mogtem wyodrebnic
najmniejszg wartos¢ wtasna A\, i najwiekszg wartos¢ wlasng \,,q. dla kaz-
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dego punktu i na ich podstawie stworzyé¢ mapy izochorowe. Rysunek 4.6
a) przedstawia chmure wartosci \A,,;, w punktach pomiarowych, po ktérych
potaczeniu otrzymaltem mapy izochorowe najmniejszych wartosci wtasnych
Amin- DWuwymiarowa prezentacja danych (Rysunek 4.6 b), ¢)) pokazuje jak
uktadaja si¢ wartosci \,,;, dla poszczegélnych punktéw pomiarowych. Li-
nie izochorowe tworzg wspotsrodkowe okregi, ktérych srodkiem jest punkt
(0.5,0.5). Wartosci przyporzadkowane poszczegdlnym liniom wzrastaja w
kierunku $érodka okregéw. Idealnie obrazuje to tréojwymiarowa prezentacja
danych (Rysunek 4.6 d)), ktéra swoim wygladem przypomina dwuwymia-
rowy rozktad Gaussa (rozklad normalny). Tabela 1.1 przedstawia analize
parametrow statystycznych struktury danych najmniejszych i najwiekszych
wartosci wlasnych. W przypadku najmniejszych wartosci wtasnych A,,;, mi-
nimum jest rowne 19.91 a maksimum 26.10. Srednia warto$é A, rowna jest
21.08. Wykres jest platokurtyczny (splaszczony) co potwierdza jego kurtoza,
ktora réwna jest 1.22. Kurtoza poréwnuje jak bardzo dane sa skoncentrowane
wokot sredniej w poréwnaniu z rozktadem normalnym (kurtoza dla rozktadu
normalnego wynosi 3). Ponadto tabela zawiera wartosci pierwszego kwartyla,
mediany (drugi kwartyl), trzeciego kwartyla oraz warto$¢ wariancji (pokazu-
je jak bardzo zbiér danych jest zréznicowany) i odchylenia standardowego
(moéwi jak szeroko warto$ci danych sa rozrzucone wokot éredniej). Jeszcze
jednym do$¢ istotnym parametrem dla danych jest wysokos¢ dzwona czyli
rozstep R = Mgz — Amin- W tym przypadku rozstep wynosi R = 6.19.

Amin
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
19.91 | 19.97 20.40 21.08 21.66 | 26.10 | 2.39 | 1.54 | 1.22 | 6.19
Amaz
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
81.29 | 81.87 82.18 82.99 83.54 | 88.70 | 2.95| 1.72 | - | T7.41

Tabela 4.1: Zestawienie statystycznych parametréw struktury danych naj-
mniejszych i najwiekszych wartosci wlasnych kwadratu [0, 1] x [0, 1].

Rysunek 4.7 przedstawia graficzna prezentacje danych pomiarowych A,qz-
Rysunek 4.7 a) przedstawia chmure punktéw pomiarowych, z ktérych two-
rzylismy wykresy dla \,,... Pierwsza wtasnoscig wartosci najwiekszych wid-
ma jaka sie narzuca jest ich symetria wzgledem prostych x = 0.51 y = 0.5.
Na Rysunkach 4.7 b) i ¢) widzimy cztery rodziny owalnych okregéw wspot-
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Rysunek 4.6: Graficzna prezentacja danych wartosci najmniejszych \,.;, dla
kwadratu [0,1]x[0,1]
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Rysunek 4.7: Graficzna prezentacja danych wartosci najwickszych A, dla
kwadratu [0,1]x[0,1]
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srodkowych, ktore swoim wygladem przypominaja ”pawie oczy”. Ich srodki a
zarazem punkty, w ktorych osiggane sa najwieksze wartosci A4z, to punkty
(0.3,0.3), (0.3,0.7), (0.7,0.3) i (0.7,0.7). Osiagane wartosci, to

88.38, 88.70, 88.49, 88.63. Rysunek 4.7 d) przedstawia trojwymiarowy wykres
Amaz- Widzimy na nim symetrycznie roztozone cztery ostrostupy nachylone
ku srodkowi kwadrata. Najmniejsza wartosé¢ jaka przyjmuje Az, to 81.29.
Natomiast najwicksza wartoscig jest 88.70. Srednia warto$¢ Amee wynosi
82.99, a rozstep (czyli najwyzszy graniastostup) réwny jest R = 7.41.

4.1.2 Przyktad ilustrujacy lokalizowanie uszkodzenia
w kwadracie jednostkowym

=
[in]
T

=
o
T

YWspatrzedna y
[} [} [}
[SE T i

=
g
T

=
—-
T

=
[
e

= ST | | 1

i 1 1
1] 0.1 nz 03 04 045 as 07 og 0% 1

Wepdtrzedna x

Rysunek 4.8: Przyktad ilustrujacy miejsce potozenia uszkodzenia w kwadra-
cie [0,1] x [0, 1].

Jako przyktad ilustrujacy moje rozwazania, rozpatrzmy widmo postaci
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[24.00, 50.36, 59.81, 85.10]. Dla tego pomiaru warto$¢ minimalna wartosci wla-
snych to A\ = 24.00, natomiast warto$cia maksymalng wartosci wtasnych
jest Amaz = 85.10. Z mapy izochorowej wartosci minimalnych (Rysunek 4.6
b)) wybieramy obszar (pierécien) z zakresem [23, 25]. Dla wartosci maksymal-
nej wartosci whasnych Z mapy izochorowej (Rysunek 4.7 b)) wartosci mak-
symalnych wybieramy obszary (4 pierécienie) z zakresem [84,86]. Wspdlna
cze$¢ obydwu obszaréw (odcinki kota o kolorze szarym na Rysunku 4.6) jest
obszarem w ktorym znajduje sie uszkodzenie. Czerwona kropka wskazuje do-
ktadne polozenie uszkodzenia. Jest ono w punkcie (0.6,0.3).

Podsumowujac ogdlny sposéb w jaki uzytkownik moze okresli¢ potozenie
uszkodzenia, to po pierwsze, z uzyskanego pomiaru nalezy wyodrebni¢ war-
tos$¢ najmniejsza A, 1 wartosé najwicksza A4, widma. Nastepnie z map
izochorowych najmniejszych i najwiekszych wartosci wtasnych nalezy wyod-
rebni¢ odpowiednie obszary. Jako ostatni etap taczymy wyodrebnione ob-
szary w jeden rysunek i w ten sposob otrzymujemy potozenie uszkodzenia.
Dla obszaru geometrycznego jakim jest kwadrat jednostkowy przyktad zostat
zaprezentowany powyzej. Dla obszaréw geometrycznych jakimi sg koto jed-
nostkowe i elipsa odpowiednie przyktady sa zaprezentowane na nastepnych
stronach.
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4.2 Kotlo jednostkowe S((0,0),1)

4.2.1 Opis doswiadczenia oraz uzyskanych wynikéw

Kolejnym obszarem jaki zostat poddany badaniom byto koto jednostkowe
S((0,0),1)), czyli koto o srodku w punkcie (x,y) = (0,0) i promieniu R = 1
[12]. Problem spektralny dla tak zadanego obszaru zapisuje ponizej:

u(w,y) = 0 na 9(5((0,0), 1)) .
Na rysunku 4.9 przedstawiona jest siatka punktow, w ktérych umieszczatem
znieksztatcenie i dokonywatem pomiaru widma operatora Laplace’a. Tak jak

to miato miejsce w przypadku kwadrata, tu rowniez do kazdego punktu z
osobna stosowatem algorytm uzyskiwania wartosci wtasnych.
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Rysunek 4.9: Siatka punktow, w ktorych umieszczatem znieksztalcenie i do-
konywatem pomiaru widma.

Rysunek 4.10 przedstawia graficznag prezentacje danych pomiarowych dla
wartosci najmniejszych \,,;, wartodci wtasnych uzyskanych dla kota jednost-
kowego. Podobnie jak w przypadku kwadrata tu réwniez dane pomiarowe
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wartosci najmniejszych \,,;, wartosci wtasnych poréwnam do rozktadu nor-
malnego. Jest tylko jedna zasadnicza roznica. Na Rysunku 4.. ¢) widzimy
przesuniecie (wcigcie) wartosci w dot wzdluz prostej o réwnaniu x = 0. Wy-
gladem swoim dwuwymiarowa kolorowa mapa izochorowa \,,;, przypomina
serca. W Tabeli 1.2 zestawione sg statystyczne parametry struktury danych
najmniejszych i najwiekszych wartosci wlasnych kota jednostkowego. Mini-
mum \,,;, rowne jest 5.84. Maksimum najmniejszych wartosci wtasnych A,
wynosi 7.95. Srednia warto$¢ najmniejszych wartosei wlasnych to 6.29. Po-
nadto w Tabeli 1.2 mozemy jeszcze zobaczy¢, ze wariancja A, wynosi 0.28,
a odchylenie standardowe réwne jest ¢ = 0.53. Rozstep R = 2.11 moéwi
nam jak wysoki jest "dzwon”, natomiast kurtoza K = 0.72 $wiadczy o tym,
ze wykres jest platokurtyczny czyli sptaszczony w poréownaniu do rozktadu
normalnego.

)‘min
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
5.84 5.88 6.09 6.29 6.59 7.95 | 0.28 | 0.53 | 0.72 | 2.11
Amaz
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
86.21 | 87.14 87.88 88.34 89.55 |93.42 231|152 | - 7.21

Tabela 4.2: Zestawienie statystycznych parametréw struktury danych naj-
mniejszych i najwiekszych wartos$ci wtasnych kota jednostkowego.

Rysunek 4.11 przedstawia graficzna prezentacje danych pomiarowych A, .
Rysunek 4.11 a) przedstawia chmure punktéw pomiarowych, z ktérych two-
rzylismy wykresy dla A,,q... Na mapach izochorowych (Rysunek 4.11 b), ¢))
widzimy, ze wartodci wtasne A, uktadaja sie we wspotsrodkowe okregi o
srodku w punkcie (0,0). Mozemy tutaj wyrdzni¢ dwa dominujace obszary.
Pierwszym z nich jest maksimum réwne 93.42 osiagane w samym srodku
obszaru (). Na trojwymiarowej powierzchni A,,., (Rysunek 4.11 d)) jest to
szpic. Drugim obszarem, ktory si¢ wyrdznia jest pierscien o promieniu we-
wnetrznym r,, = 0.7 i promieniu zewnetrznym r, = 0.8. Srednia warto$é Amae
réwna si¢ 88.34 (Tabela 1.2). Ponadto w tabeli umiesciliSmy warto$é pierw-
szego kwartyla, ktora réwna sie 87.41, warto$¢ mediany 87.88 oraz trzeciego
kwartyla 89.55. Wariancja dla A, wynosi 2.31 a odchylenie standardowe
rowne jest 1.52. Rozstep czyli wysokos¢ szpica to R = 7.21.

Mateusz Brzek Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury w
wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teori spektralnej




ROZDZIAE 4. WYNIKI BADAN PODSTAWOWYCH OBSZAROW

56 GEOMETRYCZNYCH
Wepoizedna y T Wepsirzedna x : " Wspsirzsdna x
(a) Chmura punktéw pomiarowych, z (b) Mapa izochorowa dla Ap,in
ktérych tworzymy tréjwymiarowy wykres
dla Apin

0a

08

0.4

02

Wapdtrzedna y

02

04

-08

08 5
1

0
Wspofrzedna x

(c¢) Kolorowa mapa izochorowa dla Ay

Lambda minimurm

Wapdhzedna ¥ A Wepihzedna x

(d) Tréjwymiarowa powierzchnia A,y

Rysunek 4.10: Graficzna prezentacja danych wartosci najmniejszych A, dla
kota jednostkowego S((0,0),1)
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Rysunek 4.11: Graficzna prezentacja zebranych danych wartosci najwiek-
szych A\pqe dla kota jednostkowego S((0,0),1)
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4.2.2 Przyktad ilustrujagcy lokalizowanie uszkodzenia
w kole jednostkowym

Jako przyktad ilustrujacy moje rozwazania (Rysunek 4.12), rozpatrzmy wid-
mo postaci [6.78,52.53,53.84, 87.43]. Dla tego pomiaru warto$¢ minimalna
wartosci wlasnych to A, = 6.78, natomiast wartoscia maksymalnag war-
tosci whasnych jest A\ = 87.43. Z mapy izochorowej (Rysunek 4.10 b))
dla A, otrzymujemy obszar (pierscien) z zakresem [6.6,6.8] . Dla warto-
sci maksymalnej wartosci wtasnych z mapy izochorowej (Rysunek 4.11 b))
otrzymujemy obszar (pierscien) o zakresie [87,88]. Wspdlna czes¢ obydwu
obszaréw (obszar oznaczony kolorem szarym na Rysunku 4.12) jest obsza-
rem, w ktorym znajduje si¢ uszkodzenie. Czerwona kropka wskazuje doktadne
potozenie uszkodzenia. Jest ono w punkcie (—0.4, —0.2).

Wspodtrzedna y

_ il I
4 08 0 04 02 0O 02 04 0B 08 1
Wspdtrzedna x

Rysunek 4.12: Przyktad ilustrujacy miejsce potozenia uszkodzenia w kole
jednostkowym S((0,0), 1).
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4.3 Elipsa

4.3.1 Opis doswiadczenia oraz uzyskanych wynikéw

Nastepnym obszarem jaki badatem jest elipsa o wielkiej potosi a = 1.5 i matej
poétosi b = 1 [11]. Ogniska elipsy leza w punktach Fy(—1.12,0) i F5»(1.12,0).
Niech symbol E((Fi, F»),2a) oznacza elipse o ogniskowych Fy, Fy i podwo-
jonej wielkiej poétosi 2a (w tym przypadku 2a = 3). Problem spektralny dla
tak zadanego obszaru zapisuje ponizej:

{ %u(m,y) + aa—;u(x,y) = —u(z,y) w E((F1, Fy),3)
u(z,y) =0 na O(E((F, Fy),3)) .

Na rysunku 4.13 przedstawiona jest siatka punktéw, w ktorych umieszczatem
znieksztalcenie i dokonywatem pomiaru widma operatora Laplace’a. Jak to
miato miejsce wczesniej do kazdego punktu z osobna stosowatem algorytm,
ktory jest opisany na poczatku obecnego rozdziatu.
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Rysunek 4.13: Siatka punktéw, w ktoérych umieszczatem znieksztalcenie i
dokonywatem pomiaru widma.

Rysunek 4.14 przedstawia graficzng prezentacje danych pomiarowych dla
warto$ci najmniejszych \,.;, wartosci wtasnych uzyskanych dla elipsy. Po-
dobnie jak w dwoch wezesdniejszych przypadkach tu rowniez dane pomiarowe
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(d) Tréjwymiarowa powierzchnia A,y

Rysunek 4.14: Graficzna prezentacja danych wartosci najmniejszych A, dla
elipsy
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Rysunek 4.15: Graficzna prezentacja danych warto$ci najwigkszych A, dla
elipsy.
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wartosci najmniejszych \,,;, wartosci wtasnych poréwnam do rozktadu nor-
malnego. Jak mozemy zauwazy¢ na Rysunku 4.14 d) wykres jest platokur-
tyczny (splaszczony), co potwierdza wartosé kurtozy K = 0.72 (Tabela 4.3).
Wysokos¢ "dzwona” czyli rozstep otrzymanych danych, to R = 1.34. Mini-
malna warto$¢ A,,;, wynosi 4.21 a maksymalna réwna jest 5.55 i osiagana
ona jest w punkcie (0, 0). Srednia wartoscia Amin jest liczba 4.51. Wariancja
rowna si¢ 0.11 przy odchyleniu standardowym réwnym o = 0.34.

Amin
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
4.21 4.24 4.36 4.51 4.58 5.55 | 0.11 | 0.34 | 0.72 | 1.34
Amaz
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
89.75 | 93.96 96.25 96.19 98.90 |99.99 | 7.36 | 2.71 | - 10.24

Tabela 4.3: Zestawienie statystycznych parametrow struktury danych naj-
mniejszych i najwiekszych wartosci whasnych elipsy.

Rysunek 4.15 przedstawia graficzna prezentacje danych warto$ci najwigk-
szych A4 dla elipsy. Trudno jest w przypadku wartosci najwiekszych do-
szukiwac¢ sie symetrii. Dane sg bardzo zrdéznicowane. Miara zréznicowania
czyli wariancja wynosi 7.36. Dla poréwnania wariancja dla kwadrata to 2.95,
a wariancja danych wartosci najwiekszych z kota jednostkowego wynosi 2.31.
Na podstawie Rysunku 4.15 ¢) i d) mozemy stwierdzi¢ bardzo ogdlnikowo, ze
warto$ci najmniejsze (kolor niebieski) dla elipsy rozkladaja si¢ wzdtuz pro-
stych o rownaniach x = —1 i x = 1. Natomiast wartosci najwieksze A4z
ciggng sie wzdtuz prostej x = 0 oraz zajmujg znaczaca wiekszosé centralnego
obszaru elipsy, ktory mozna opisa¢ jako prostokat o srodku w punkcie (0, 0) i
dhuzszym boku wzdtuz osi  rownym 1.8, i krétszym boku wzdtuz osi y réw-
nym 1.4. W obszarze tym pojawiaja sie réwniez wartosci srednie i minimal-
ne. Ponadto wartosci srednie pojawiaja si¢ wzdluz obwodu elipsy. Wysokie
zroznicowanie \,q, bardzo dobrze przedstawia tréjwymiarowa powierzchnia
(Rysunek 4.15 d)). Widzimy na nim poprzeplatane maksima i minima. W
Tabeli 4.3 znajdziemy pozostate wartosci opisujace charakterystyke danych
dla A\jqz- Odchylenie standardowe, to o = 2.71. Warto$¢ minimalna dla \,,q;
wynosi 89.75. Wartoscia $rednia jaka osiaga A4, dla elipsy réwna si¢ 96.19.
Natomiast maksimum to 99.99. Rozstep R = 10.24 réwniez jest najwyzszy
w poréwnaniu do dwoch wezesniejszych obszaréw geometrycznych.
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4.3.2 Przykltad ilustrujacy lokalizowanie uszkodzenia
w elipsie

Jako przyktad ilustrujacy moje rozwazania (Rysunek 4.16), rozpatrzmy wid-
mo postaci [4.94,10.07,13.13, 15.46, 19.98, 24.86, 28.37, 28.88, 36.35, 39.93, 40.72,
49.26,50.27,51.57,54.42,63.97,65.52, 68.52, 68.55, 71.07, 78.33, 80.43, 85.39, 89.72,
91.71,98.41,99.88]. Dla tego pomiaru wartos¢ minimalna wartosci wtasnych
to Apmin = 4.94, natomiast warto$ciag maksymalna wartosci wlasnych jest
Amaz = 99.88. Z mapy izochorowej wartosci minimalnych (Rysunek 4.14 b))
wybieram obszar (pierscien) z zakresem [4.8,5]. Dla wartosci maksymalnej
wartosci wlasnych z mapy izochorowej (Rysunek 4.15 b)) wartosci maksymal-
nych wybieram obszary z zakresem [99, 100]. Wspdlna czesé obydwu obszaréw
(obszary oznaczony kolorem szarym na Rysunku 4.16) jest obszarem, w kto-
rym znajduje sie uszkodzenie. Czerwona kropka wskazuje doktadne potozenie
uszkodzenia. Jest ono w punkcie (0.5,0.1).

Wspditrzednay

Wspotrzedne x

Rysunek 4.16: Przyktad ilustrujacy miejsce potozenia uszkodzenia w elipsie.
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4.4 Tréjkaty

W tym podrozdziale opisze badania dla obszaréw geometrycznych jakimi
sg trojkaty rownoboczny, réwnoramienny i trojkat prostokatny. Aby nie po-
wtarza¢ uktadu réwnan poshuze sie symbolem trojkata /A w celu oznaczenia
obszar €2 dla wszystkich trzech trojkatow.
Problem spektralny dla tak zadanych obszaréw geometrycznych zapisujemy
ponizej:
{ 2 u(x,y) + %u(m, y) = —Au(z,y) w A (4.5)
u(z,y) =0 na 9(A) . '

W odroéznieniu od wczesniej prezentowanych wynikow, w przypadku obsza-
row jakim sg tréjkaty, na rysunkach przedstawie jedynie mapy izochorowe
dla wartosci najmniejszych \,,;, 1 wartosci najwiekszych \,,4.. Jako przy-
ktady zaprezentuje metode identyfikacji wizualnej, ktéra polega na przy-
porzadkowaniu danem pomiarowi wartos¢ rozproszenia czyli liczby postaci
Ry = Mgz — Amin- W zaleznosci ile dane rozproszenie wynosi taki kolor
zostanie podporzadkowany otrzymanemu pomiarowi widma.

4.4.1 Tréjkat ré6wnoboczny

Na Rysunku 4.17 widzimy graficzna prezentacje danych najmniejszych i naj-
wiekszych wartosci wtasnych dla tréjkata réwnobocznego. Trojwymiarowy
wykres warto$ci najmniejszych wartosci wlasnych mozna opisaé jako ostro-
stup o wysoko$¢ réwnej rozstepowi R = 24.97 (kurtoza ma wartos¢ K =
3.11). Warto$é maksymalna wynosi 77.68 (Tabela 4.4) i jest osiagana w
punkcie, ktory jest srodkiem trojkata rownobocznego (punkt przeciecia sie
wysokosci). Warto$¢ minimalna to 52.71, a wartos¢ érednia 56.33. Przy tak
zroznicowanych wartosciach wariancja rowna sie 30.57. Odchylenie standar-
dowe o = 5.53.

Wartosci najwieksze wartodci wlasnych trojkata réwnobocznego (Rysunek
4.17 d)) sa symetryczne wzgledem wszystkich trzech wysokosci trojkata. War-
tosci maksymalne skupiaja sie wokot trzech punktéw (0.3,0.2), (0.7,0.2) i
(0.5,0.5). Ich wartosci to: 161.2, 161.7 i najwicksza ze wszystkich trzech osia-
gana w srodku tréjkata 163.8. Trojwymiarowy wykres przedstawiatby trzy
ostrostupy o sredniej wysokosci 36 (rozstep czyli maksymalna wysokosé to
36.6). W Tabeli 4.4 dla A,,., znajdziemy pozostate dane statystyczne opisu-
jace ich strukture. Minimalna warto$¢ A, to 127.2. Wartos¢ srednia
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Rysunek 4.17: Graficzna prezentacja danych warto$ci najmniejszej A, i
wartodci najwiekszych A, wartosci wlasnych dla tréjkata réwnobocznego.

Amin
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var o K R
52.71 | 52.89 53.34 56.33 57.87 | 77.68 | 30.57 | 5.53 | 3.11 | 24.97
Amaz
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var o K R
127.2 130 133.9 137.5 143.6 | 163.8 | 92.53 | 9.62 | - 36.6

Tabela 4.4: Zestawienie statystycznych parametréw struktury danych naj-
mniejszych i najwigkszych wartosci wtasnych trojkata réwnobocznego.
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rowng sie 137.5. Wariancja wynosi 92.53, a odchylenie standardowe réwne
jest o = 9.62.

Rysunek 4.18 przedstawia obraz rozstepéw (réznica wartosci najwiekszej i
najmniejszej) obliczonych dla kazdego punktu, w ktérym byl robiony po-
miar wartosci najmniejszych i najwiekszych. Rysunek ten stuzy do identy-
fikacji wizualnej przyblizonego obszaru, w ktérym jest uszkodzenie. Kolor
od czerwonego poprzez kolor pomaranczowy na kolorze zottym konczac, sa
to obszary w ksztatcie kot o srodkach w punktach, w ktorych \,,.. osiaga-
ta wartosci maksymalne. Przedziat liczbowy odpowiadajacy tym kolorom to
[82,111]. Nastepnym obszarem jaki wyr6znimy jest obszar o kolorze niebie-
skim (ciemny i jasny). Ksztaltem przypomina on serce i skupiony jest wokot
srodka trojkata réwnobocznego. Jego zakres liczbowy, to przedzial [45,70].
Wszystkim pozostalym wartosciom rozstepu otrzymanego dla pojedynczego
pomiaru nalezacym do przedziatu [70, 82] przyporzadkujemy kolor zielony.
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Rysunek 4.18: Obraz rozstepéw Ry uzyskanych z pojedynczych pomiarow dla
tréjkata réwnobocznego.
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Dla przyktadu weZzmy widmo postaci [66.17,159.3]. Rozstep dla tego pomiaru
rowna sie Ry = 159.3 — 66.17 = 93.13. Liczba ta zawiera sie w przedziale
(82, 111]. Przyporzadkowany kolor dla tego widma, to kolor pomaranczowy.
Zatem obszarem, w ktorym jest uszkodzenie jest jedno z trzech kot.

4.4.2 Tréjkat rownoramienny

Rysunek 4.19 przedstawia graficzng prezentacje danych najmniejszych i naj-
wigkszych wartosci wlasnych dla trojkata réwnoramiennego. Trojwymiarowy
wykres wartosci najmniejszych wartosci wtasnych podobnie do trojkata réow-
nobocznego ma posta¢ ostrostup o wysokos¢ réwnej rozstepowi R = 22.13
(kurtoza ma wartos¢ K = 3.02). Warto$¢ maksymalna wynosi 68.13 i jest
osiagana w punkcie (0.5,0.3). W Tabeli 4.5 znajdziemy ponadto warto$¢ mi-
nimalng wartos$ci najmniejszych A, ktora rowna si¢ 46.00, a wartos¢ sred-
nia to 49.91. Wariancja réwna sie 22.47, a odchylenie standardowe o = 4.74.
Wartosci najwigksze wartosci whasnych trojkata rownoramiennego (Rysunek
4.19 d)) sa symetryczne wzgledem wysokosci trojkata puszczonej z wierzchot-
ka przecinajacych sie ramion na jego podstawe. Wysokosé ta lezy na prostej o
rownaniu x = 0.5. Na rysunku widzimy pie¢ wartosci maksymalnych osiaga-
nych w punktach (0.3,0.1), (0.7,0.1), (0.5,0.4), (0.5,0.6) i (0.5,07). Ich war-
tosci to odpowiednio liczby: 198.1, 199.3 i najwieksza ze wszystkich wartosci
osiagana w trzech ostatnich punktach 200. Trojwymiarowy wykres przedsta-
wialby cztery ostrostupy o éredniej wysokosci 12 (rozstep czyli maksymalna
wysoko$¢ to 12.4). W Tabeli 4.5 dla A4, znajdziemy pozostate dane staty-
styczne opisujace ich strukture. Minimalna wartos¢ A, to 187.6. Wartosé
Srednia réwna sie 193.4. Wariancja wynosi 10.71, a odchylenie standardowe
rowne jest o = 3.27.

Amin
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var o K R
46.00 | 46.96 47.71 49.91 50.96 | 68.13 | 22.47 | 4.74 | 3.02 | 22.13
Amaz
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var o K R
187.6 | 190.8 193.3 1934 | 1956.6 | 200 | 10.71|3.27 | - 12.4

Tabela 4.5: Zestawienie statystycznych parametrow struktury danych naj-
mniejszych i najwigkszych wartosci wtasnych trojkata réwnobocznego.
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Rysunek 4.19: Graficzna prezentacja danych wartosci najmniejszej A, 1 war-
tosci najwiekszych A, wartosci wlasnych dla trojkata rownoramiennego.

Rysunek 4.20 przedstawia obraz rozstepow Ry uzyskanych z pojedynczych
pomiaréow dla trojkata rownoramiennego. Ciemny i jasny kolor niebieski jest
to obszary, ktory znajduje sie w centrum tréjkata réwnoramiennego i jest
potaczeniem kota z prostokatem w gornej jego czesci. Przedziat liczbowy od-
powiadajacy tym kolorom to [125,137]. Nastepnym przedziatem liczbowym
bedzie przedzial [137,144] odpowiadajacy kolorom zielonemu i z6ttemu. Na
rysunku jest to obszar , ktéry otacza kolor niebieski i dobiega do ramion
trojkata. W goérnej czesci tworzy wygieta linie na wysokosci prostej y = 0.6,
a w dolnej czesci odcina wierzchotki lezace u podstawy trojkata tworzac dwa
trojkaty. Trojkaty te to obszary o kolorach pomaranczowym i czerwonym.
W sumie mamy trzy obszary odpowiadajace tym kolor. Ostatni jest na gor-
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nym wierzchotku tréjkata rownoramiennego i réwniez ma postaé trojkata z
tg roznica, ze jego podstawa to linia wygieta. Przedziat liczbowy przyporzad-
kowany tym kolorom, to [144, 155].

Aby zobrazowaé¢ metode identyfikacji wizualnej wezmy dla przyktadu wid-
mo postaci [68.13,198.00]. Rozstep dla tego pomiaru réwna sie Ry = 129.87.
Liczba ta zawiera sie w przedziale [125,137]. Przyporzadkowany kolor dla
tego widma, to kolor niebieski. Zatem obszarem, w ktérym jest uszkodzenie
jest centralny obszar srodka tréjkata réwnobocznego.
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Rysunek 4.20: Obraz rozstepéw Ry uzyskanych z pojedynczych pomiarow dla
tréjkata réwnoramiennego.

4.4.3 Tréjkat prostokatny

Na Rysunku 4.21 widzimy graficzna prezentacje danych najmniejszych i naj-
wigkszych wartosci wtasnych dla trojkata prostokatnego. Trojwymiarowy wy-
kres wartosci najmniejszych wartosci wtasnych mozna opisaé¢ jako ostrostup
0 wysoko$é réwnej rozstepowi R = 22.32 (kurtoza ma wartos¢ K = 3.37).
Wartosé maksymalna wynosi 72.71 (Tabela 4.6) i jest osiagana w punkcie
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(0.3,0.3). Wartos¢ minimalna to 50.39, a warto$¢ srednia 53.56. Wariancja
rowna sie 23.35, a odchylenie standardowe o = 4.83.

Wartosci najwieksze wartosci wlasnych trojkata prostokatnego (Rysunek 4.21
d)) sa symetryczne wzgledem wysokosci wychodzacej z kata prostego. War-
tos¢ maksymalna osiggana jest w punkcie (0.4,0.4), i wynosi 200. Tréjwy-
miarowy wykres przedstawialby cztery ostrostupy z jednym dominujacym w
punkcie osiggania maksimum. Jego wysokos¢ réwna si¢ 24.
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Rysunek 4.21: Graficzna prezentacja danych warto$ci najmniejszej A\, i
wartosci najwiekszych A, wartosci wtasnych dla tréjkata prostokatnego.

W Tabeli 4.6 dla \,,,, znajdziemy pozostate dane statystyczne opisujace
ich strukture. Minimum wynosi 176, wartos¢ srednia rowna sie 183.5. Wa-
riancja rowna jest 21.22, a odchylenie standardowe to ¢ = 4.61. Rysunek
4.22 przedstawia obraz rozstepéw Ry uzyskanych z pojedynczych pomiaréw
dla trojkata prostokatnego. Wokét punktéw (0.1,0.6), (0.6,0.1) i (0.4,0.4)
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)\min

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var o K R

20.39 | 50.62 o1.11 53.96 04.57 | 72.71 | 23.35 | 4.83 | 3.37 | 22.32

)\maac
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var o K R
176.0 | 181.0 182.2 183.5 185.0 200 | 21.22 | 4.61 - 24

Tabela 4.6: Zestawienie statystycznych parametrow struktury danych naj-
mniejszych i najwiekszych wartosci wtasnych trojkata prostokatnego.
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Rysunek 4.22: Obraz rozstepow Ry uzyskanych z pojedynczych pomiarow dla
trojkata prostokatnego.
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skupione sa obszary o najwyzszych wartosciach Ry. Jest to kolor czerwony
(ciemny i jasny). Przedzial liczbowy przyporzadkowany temu kolorowi, to
(135, 145]. W naroznikach trdjkata znajduja sie obszary o kolorze pomarar-
czowym. Przedzial liczbowy, to [130,135] . Niebieski kolor odpowiada naj-
nizszym wartosciom Ry, a jego przedzial liczbowy to [110, 123]. Ksztaltem
podobny jest do dwdch potéwek kota stykajacych sie ze sobg. Znajduje sie on
w centrum tréjkata. Ostatnim wyrdznionym obszarem jest obszar odpowia-
dajacy kolorowi zielonemu. Znajduje sie on w pozostalych czesciach trojkata
prostokatnego. Odpowiadajacy mu przedziat liczbowy to [123,130].

Aby zobrazowaé¢ metode identyfikacji wizualnej wezmy dla przyktadu wid-
mo postaci [51.60, 185.00]. Rozstep dla tego pomiaru réwna sie Ry = 133.40.
Liczba ta zawiera sie w przedziale [130, 135]. Przyporzadkowany kolor dla te-
go widma, to kolor pomaranczowy. Zatem obszar, w ktorym jest uszkodzenie,
to jeden z naroznikéw trojkata prostokatnego.

4.5 Podsumowanie rozdzialu

Podsumowujac ogdlny sposéb w jaki uzytkownik moze okresli¢ potozenie
uszkodzenia, to po pierwsze, z uzyskanego pomiaru nalezy wyodrebni¢ war-
tos¢ najmniejsza A, 1 wartos¢ najwicksza A, widma. Nastepnie w przy-
padku korzystania z metody map izochorowych nalezy wyodrebni¢ odpo-
wiednie obszary z map izochorowych najmniejszych i najwigkszych wartosci
wtasnych. Jako ostatni etap taczymy wyodrebnione obszary w jeden i w ten
sposob otrzymujemy potozenie uszkodzenia. W przypadku metody identy-
fikacji wizualnej na podstawie réznicy wartosci najwiekszej Ajq. 1 wartosci
najmniejszej A\, dostajemy konkretng liczbe i na jej podstawie okreslamy
potozenie uszkodzenia.

Wspdlng cechg dla wszystkich przebadanych figur geometrycznych jest po-
sta¢ wykreséw wartosci najmniejszych \,,;, wartosci wtasnych. Uktadajg sie
one w postaé¢ rozktadu normalnego (kapelusz Gaussa). Dla réznych obsza-
réw geometrycznych charakterystyka liczbowa (wyglad kapelusza) réznia sie
miedzy soba. Kwadrat ma najwyzsze A\, (zaczynaja sie od 19.91) i zarazem
najwiekszych rozstep R = 6.19. Warto$ci najmniejsze A, kota zaczynaja
sie od 5.84 a rozstep wynosi R = 2.11. Elipsa ma najmniejsze wartosci A,.;p
sposrod wszystkich badanych figur. Zaczynajace sie one od wartosci 4.21 a
ich rozstep wynosi R = 1.34 i rOwniez jest najmniejszy. W przypadku troj-
katéw wartosci najmniejsze A,,;, wartosci wtasnych zaczynaja sie od 52.71
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dla trojkata réwnobocznego, 46.00 dla trojkata rownoramiennego i 50.39 w
przypadku trojkata prostokatnego. Ich rozstepy dla \A,,;, rowniez sa najwyz-
sze sposrod badanych obszaréw i wynosza odpowiednio 24.97, 22.13 i 22.32.
Mapy izochorowe wartos$ci najwickszych A, kwadratu i kota wykazuja wy-
soki stopien symetrii. Dla elipsy natomiast symetria jest mocno zaburzona.
Dla kwadratu wartosci najwieksze \,,., wartosci wltasnych zaczynaja sie od
81.29 a ich rozstep wynosi 7.41. Z kolei najmniejsza wartos¢ A, dla kota,
to 86.21 a ich rozstep rowny jest 7.21. Elipsa ma najwyzsza minimalng war-
t0S¢ Apae TOWNE 89.75 1 najwiekszy rozstep réwny 10.24. O tym jak bardzo
zaburzona jest symetria i regularno$é \,,.. Swiadczy wysoki stopnien zroz-
nicowania wartosci A4, czyli wariancja. Dla elipsy wynosi ona 7.36 a dla
kwadratu i kota odpowiednio 2.95 i 2.31. Poniewaz dla wartos$ci najwiek-
szych Apa. Wartosci wlasnych trojkatéw w przedziale [0, 100] otrzymywatem
tylko jedna wartos¢ wtasna, dlatego rozszerzytem zakres widma do 200. W
kazdym z trzech tréjkatow wystepuje przynajmniej jedna o$ symetrii i po-
krywa sie ona z wysokoscia trojkata. W przypadku tréjkata rownobocznego
wartosci A\pq: zaczynaja sie od liczby 127.2 i maja najwigkszy rozstep row-
ny 36.6. Minimalna wartos¢ \,,.. trojkata rownoramiennego, to 187.6 a ich
rozstep wynosi 12.4. Dla trojkata prostokatnego najmniejsza wartos¢ Anaz,
to 176 a ich rozstep rowny jest 24.
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Rozdzial 5

Analiza widma operatora
Laplace’a dla kwadratéw o
bokach 1, 2, 3 z uszkodzeniem
wewnetrznym

5.1 Wprowadzenie

W trakcie moich badan dotyczacych numerycznego widma operatora Lapla-
ce’a dla réznych obszarow geometrycznych z uszkodzeniem nasuneto sie na-
turalne pytanie jak zmienia si¢ numeryczne widmo operatora Laplace’a, gdy
zwieksza sie rozmiar badanego obszaru? Czy widmo to zachowuje symetrie je-
zeli takowa byta. Czy ksztaltem jest podobne do widma obszaru o mniejszym
boku? Co mozemy powiedzie¢ o ksztaltach map izochorowych dla kwadratéow
o bokach 1, 2 i 3 jednostki? Czy dla badanych kwadratéw mozemy okresli¢
przyblizone potozenie uszkodzenia na podstawie widma operatora Laplace’a,
tak jak to mozemy zrobi¢ dla kwadrata, kota i elipsy? Sa to wazne pytania
nie tylko od strony teoretycznej, ale sa one rowniez wazne ze wzgledu na za-
stosowania. Materialy, ktore poddawane sa badaniom, majg rézne rozmiary.
Okazuje sie, ze numeryka dla postawionego problemu zachowuje sie w dosé¢
nieoczekiwany sposéb.

W niniejszym rozdziale przedstawie badania przeprowadzone dla kwadratéw
o bokach réwnych odpowiednio 1, 2 i 3 jednostki.
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5.2 Opis i analiza otrzymanych wynikéw

Na Rysunku 5.1 widzimy kolorowe mapy izochorowe minimalnych i maksy-
malnych wartosci wlasnych A, 1 Adpae kwadratéw o rozmiarach [0, 1] x [0, 1],
0,2] x [0,2] i [0, 3] x [0, 3]. Poniewaz kwadrat o wymiarach [0, 1] x [0, 1] byt
omawiany we wczesniejszym rozdziale, dlatego skupie sie na analizie kwa-
dratéw o wymiarach [0,2] x [0,2] i [0,3] x [0,3]. Tak jak to mialo miejsce
dla wczesniej przebadanych obszarow geometrycznych, tak i dla kwadratéw o
bokach 2 i 3 kolorowe mapy izochorowe minimalnych wartosci wlasnych A,
tworza kota wspotsrodkowe o sSrodkach w punktach przeciecia sie przekatnych
czyli (1,1) 1 (1.5, 1.5) odpowiednio dla kwadratéw o bokach 213 (Rysunek 5.1
c) ie)). Tréjwymiarowa powierzchnia minimalnych wartosci whasnych A,
dla kwadratéw o bokach 2 i 3, to kapelusze Gaussa (Rysunek 5.2 ¢) i e)).
Statystyczne parametry struktury danych najmniejszych wartosci wtasnych
Amin dla kwadratéow o wymiarach [0, 2] x [0,2] i [0, 3] x [0, 3] zestawione sa w
Tabeli 5.1. Dla kwadratu o boku rownym 2 minimum wartosci najmniejszych
Amin t0 4.98. Natomiast maksimum wynosi 6.72. Srednia warto$é A, réwna
jest 5.32. Wysokos¢ kapelusza czyli rozstep wynosi 1.74. Odnotujmy ponad-
to, ze wariancja rowna jest 0.19. Dla kwadratu o boku 3 wartos¢ minimalna
wartosci wlasnych \,;,, réwna si¢ 2.21, a maksimum to 2.91. Srednia wartosé
jaka przyjmuje \,;, dla kwadratu o boku réwnym 3 wynosi 2.36. Rozstep
danych czyli réznica migdzy maksimum \,,;, a minimum \,,;, ré6wna jest 0.7.
Jako wniosek powyzszych rozwazan mozemy stwierdzic, iz wraz ze wzrostem
dhugosci boku kwadratu réznica migedzy maksymalng wartoscia wtasna Ap,in
a minimalng wartoscia wartosci wtasnych \,,;, maleje. Innymi stowy kape-
lusz Gaussa staje sie coraz mniejszy.

Kolorowe mapy izochorowe maksymalnych wartosci wtasnych \,,.. dla kwa-
dratéw o bokach réownych 1, 2 i 3 przedstawione sa na Rysunku 5.1 b), d)
i f). Jak mozna tatwo zauwazy¢ odpowiedZ na pytanie o podobienistwo mie-
dzy widmem dla poszczegélnych kwadratéw jest negatywna. W przypadku
kwadratu o wymiarach [0, 2] x [0,2] minimalne wartosci wartosci wtasnych
Amaz znajduja sie w miejscach, w ktorych spodziewaliSmy sie odczytywaé
wartosci maksymalne. Skupiaja si¢ one wokoét czterech punktéw (0.7,0.7),
(0.6,1.4), (1.4,0.6) i (1.4,1.4). Z drugiej strony analizujac polozenie mak-
symalnych wartosci wartosci wtasnych A, widzimy, ze skupiajg sie one
w rogach kwadratu oraz potozone sg wzdtuz prostych o rownaniach y =1 i
x = 1 w punktach o wspoltrzednych (0.2,1), (1.5,1), (1.8,1), (1,0.3) i (1, 1.8).
Z Tabeli 5.1 mozemy odczytaé, ze minimum A, rowna sie 95.02 a maksi-
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Rysunek 5.1: Kolorowe mapy izochorowe minimalnych i maksymalnych war-
tosci wlasnych A\in 1 Adnae kwadratow o bokach 1, 2, 3.
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kwadratu o boku 2 z uszkodzeniem.
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Rysunek 5.2: Trojwymiarowe powierzchnie minimalnych i maksymalnych
warto$ci witasnych A, 1 A\ee kwadratéw o bokach 1, 2, 3.
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Amin kwadratu [0, 1] x [0, 1]

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
19.91 | 19.97 20.40 21.08 21.66 | 26.10 | 2.39 | 1.54 | 1.22 | 6.19
Amaz kKwadratu [0, 1] x [0, 1]

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
81.29 | 81.87 82.18 82.99 83.54 | 88.70 | 2.95 | 1.72 | - | 741
Amin kwadratu [0, 2] x [0, 2]

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
4.98 5.00 5.13 5.32 5.49 6.72 10.19 043 | 1.02 | 1.74
Amaz kKwadratu [0, 2] x [0, 2]

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
95.02 | 96.45 97.05 97.11 97.73 99.96 | 0.96 | 0.98 | - |4.94
Amin kwadratu [0, 3] x [0, 3]

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
2.21 2.22 2.28 2.36 2.45 291 10.03]0.180.83| 0.7
Amae kKwadratu [0, 3] x [0, 3]

Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
94.40 | 96.38 97.60 97.59 98.90 | 100.00 | 2.15 | 1.47 | - 5.6

Tabela 5.1: Zestawienie statystycznych parametréw struktury danych naj-
mniejszych i najwiekszych wartos$ci wtasnych kwadratéw o bokach 1,2, 3.

-mum to 99.96. Srednia warto$¢ jaka osigga Ames dla kwadratu o wymiarach
0,2] x [0,2] wynosi 97.11. Rozstep réwny jest 4.94 a wariancja wynosi 0.96.
Mapa izochorowa wartosci whasnych A,q, kwadratu o wymiarach [0, 3] x [0, 3]
przedstawiona jest na Rysunku 5.1 f). Widzimy na nim, ze wartosci najwiek-
sze Amaz znajduja siec w rogach kwadratu i przenikajg wzdtuz przekatnych w
kierunku $rodka. Wartosci najmniejsze z kolei znajduja sie w centralnej czesci
kwadratu i przypominaja romb. Minimalna warto$é¢ wartosci wlasnych A4z
dla kwadratu o wymiarach [0, 3] x [0, 3] to 94.40, a maksymalna wynosi 100.
Srednia warto$¢ Ama, réwna sie 97.53. Rozstep ma wartosé 5.6 przy wariancji
réwnej 2.15. Na Rysunku 5.2 b), d) i f) przedstawione zostaly tréjwymiaro-
we powierzchnie maksymalnych warto$ci wlasnych \,,.. wszystkich trzech
kwadratéw. Widzimy na nich, ze wraz ze wzrostem dtugosci boku powierzch-
nia staje si¢ coraz bardziej zageszczona przez lokalne minima i maksyma, w
postaci spiczastych ostrostupéw. Jako wniosek powyzszych obserwacji odno-
tujmy, iz dla maksymalnych warto$ci wtasnych A4,
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Rysunek 5.3: Badanie symetrii najmniejszych \,,;, 1 najwickszych A,
wartosci wlasnych kwadratu [0, 1] x [0, 1].
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(e) Symetria wzgledem (f) Symetria wzgledem
przekatnej y=x. Minima przekatnej y=x. Maksima

(g) Symetria wzgledem (h) Symetria wzgledem
przekatnej y=2-x. Minima przekatnej y=2-x. Maksima

Rysunek 5.4: Badanie symetrii najmniejszych \,,;, i najwickszych A,
wartosci wlasnych kwadratu [0, 2] x [0, 2].
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(g) Symetria wzgledem (h) Symetria wzgledem
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Rysunek 5.5: Badanie symetrii najmniejszych \,,;, 1 najwickszych A,z
wartosci wlasnych kwadratu [0, 3] x [0, 3].
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wraz ze wzrostem dlugosci boku kwadratu widmo staje sie coraz bardziej
zageszczone (pofatdowane). Traci ono swoja regularnosé.

Jako ostatnie zagadnienie do opisania zostato jeszcze pytanie o symetrie wid-
ma. Przez symetrie rozumie¢ bedziemy wartosé¢ réznicy miedzy poszczegdlny-
mi punktami. Rysunek 5.3, 5.4, 5.5 przedstawia kolejno numeryczng analize
symetrii najmniejszych \,,;, i najwiekszych \,,.. wartosci wtasnych dla kwa-
dratéw o wymiarach [0, 1] x [0,1], [0,2] x [0,2] i [0,3] x [0,3]. Dla kazdego
kwadratu z osobna rozwazalismy symetrie wzgledem prostych o réwnaniach
x = 0.51y = 0.5 oraz symetrie wzgledem przekatnych czyli prostych o row-
naniachy=xiy=1—x,y=2—x,y = 3 —x. Aby uzyska¢ réznice miedzy
poszczegbdlnymi punktami najpierw odpowiednio modyfikowaliSmy macierz
z punktami pomiarowymi a nastepnie odejmowaliSmy ja od macierzy pier-
wotnej. Dla symetrii wzgledem srodkowych bokéw uzyliémy funkcji zamiany
miejscami. W przypadku przekatnych stosowalismy funkcje transpozycji lewo
i prawostronnej. Przeanalizujemy najpierw symetrie wartosci najmniejszych
Amin- Sposrod trzech kwadratéw najmniejsza ilos¢ i wielkos¢ niebieskich i
czerwonych plam zawiera kwadrat o boku réwnym 3 (Rysunek 5.5 a), c), e),
g)). Nastepnym jest kwadrat o boku réwnym 2 (Rysunek 5.4 a), ¢), e), g)).
Najwieksza ilo$¢ 1 wielko$é réznicy (plamy niebieskie i czerwone) dla wartosci
najmniejszych \,,;, ma kwadrat o boku rownym 1. Na podstawie powyzszej
analizy mozemy stwierdzi¢, ze wraz ze wzrostem dtugosci boku poprawiaja
sie wlasnosci symetrii dla warto$ci najmniejszych \,;,. W przypadku war-
tosci najwigkszych M\, najgorsze wtasnosci symetrii ma kwadrat o boku
rownym 3. Potwierdzaja to obrazy symetrii przedstawione na rysunkach 5.5
b), d), f), h). Na obrazach symetrii kwadratu o boku réwnym 2 (Rysunek 5.4
b), d), f), h)) widzimy, ze duza cze$¢ obszaréw pokrywa kolor zolty 1 wyste-
puja plamy niebieskie i czerwone. Dla kwadrata o boku réwnym 1 (Rysunek
5.3 b), d), f), h)) ta réznica jest duzo mniejsza. Na podstawie powyzszej
analizy mozemy stwierdzi¢, ze wraz ze wzrostem dtugosci boku pogarszaja
sie wlasnosci symetrii dla wartosci najwiekszych A,qz-
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Rozdzial 6

Poréwnanie obrazow
numerycznego widma operatora
Laplace’a dla kél o promieniach
11 2 z uszkodzeniem
wewnetrznym

6.1 Wprowadzenie

W rozdziale tym poréwnam obrazy numerycznego widma operatora Lapla-
ce’a dla kot o promieniach 11 2 z uszkodzeniem wewnatrz nich. Podobnie jak
w przypadku kwadratéw, takie same pytania odnosnie symetrii, regularnosci
i powtarzalnosci ksztattow widma zadalem dla kot. W przypadku kot zba-
datem jedynie kota o promieniu jeden i dwa. Poniewaz dla kota o promieniu
dwa jest tak duza ilo$¢ punktow pomiarowych przy praktycznie zerowym po-
dobienstwie do widma kota o promieniu jeden, dlatego nie badatem kota o
promieniu trzy.

Ponizej przedstawiam wyniki moich symulacji w postaci kolorowych map
izochorowych i trojwymiarowych powierzchni najmniejszych A,;, i najwiek-
szych \,q. wartosci wtasnych. Ponadto umieszczam tabele zawierajaca pod-
stawowe dane statystyczne opisujace strukture danych uzyskanych z pomia-
rOW.
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6.2 Opis i analiza otrzymanych wynikéw

Rysunek 6.1 przedstawia kolorowe mapy izochorowe najmniejszych A, i
najwiekszych \,,.. wartosci wtasnych dla kot o promieniach rownych 1 1 2
oraz srodkach w poczatku uktadu wspotrzednych. W przypadku kota o pro-
mieniu réwnym 1 widzimy, ze dla wartosci najmniejszych A, (Rysunek 6.1
a)) symetria jest zaburzona. Wzdtuz prostej o réwnaniu x = 0 nastepuje
przesuniecie wartosci w dot. Tym razem okregi wspotsrodkowe przypomi-
naja ksztaltem serce. Wartosci najwieksze A, wartosci wtasnych kota o
promieniu jeden opisane byty w rozdziale 4.2. Zwrocimy uwage jedynie na
fakt, ze obraz wartosci najwiekszych (Rysunek 6.1 b)) wykazuje duza sy-
metrie i regularnosé. Rysunek 6.1 ¢) przedstawia kolorowa mape izochorowa
najmniejszych wartosci whasnych \,.;, kota o promieniu réwnym 2. Sa to ko-
ta wspoétsrodkowe o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych. Na Rysunku
6.2 ¢) widzimy trojwymiarowa powierzchnie najmniejszych wartosci wasnych
Amin kota o promieniu rownym 2. Tak jak dla kazdego wczesniejszego obszaru
jest to kapelusz Gaussa o wysokosci rownej rozstepowi R = 0.44. Z Tabeli 6.1
mozemy odczytaé¢ pozostate dane statystyczne opisujace kapelusz. Minimal-
na warto$¢ najmniejszych wartosci wtasnych \,,;, kota o promieniu rownym
2 wynosi 1.46. Srednia warto$é¢ jaka przyjmuje Ay, to 1.57. Najwicksza war-
tos¢ osiaga w punkcie (0,0) i jest ona réwna 1.90.

Amin kola o promieniu 1
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
5.84 5.88 6.09 6.29 6.59 7.95 |0.28 |0.53]0.72 | 2.11
Amaz Kota o promieniu 1
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
86.21 | 87.14 87.88 88.34 89.55 93.42 | 2.31 | 1.52 - 7.21
Amin kola o promieniu 2
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
1.46 1.48 1.53 1.57 1.63 1.90 [0.01]0.11 | 0.20 | 0.44
Amaz KOla o promieniu 2
Min. | 1st Qu. | Mediana | Srednia | 3rd Qu. | Max. | Var | o K R
96.06 | 98.54 99.13 98.99 99.60 | 100.00 | 0.57 | 0.76 | - | 3.94

Tabela 6.1: Zestawienie statystycznych parametréw struktury danych naj-
mniejszych i najwiekszych wartosci wtasnych kot o promieniach 1 1 2.
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(a) Kolorowa mapa izochorowa Ap,;, kota  (b) Kolorowa mapa izochorowa A, kota
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(¢) Kolorowa mapa izochorowa A, kola  (d) Kolorowa mapa izochorowa A4, kola
o promieniu 2 z uszkodzeniem. o promieniu 2 z uszkodzeniem.

Rysunek 6.1: Kolorowe mapy izochorowe najmniejszych \,,;, 1 najwiekszych
Amaz Wartosci wtasnych két o promieniach 1 i 2.
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(a) Tréjwymiarowa powierzchnia najmniej- (b) Tréjwymiarowa powierzchnia najwiek-
szych wartosci wlasnych A,,;, numerycznego szych wartosci wlasnych A4, numerycznego
widma operatora Laplace’a dla kota o pro- widma operatora Laplace’a dla kota o pro-
mieniu 1 z uszkodzeniem. mieniu 1 z uszkodzeniem.

Lamhda maksimum

Larnbda rinirmurn

i 2 . 2 ’
Wspéhrzedna v 2 Wapthzgdna x Wepdhzgdna y 2 VWspdhzedna x

(¢) Tréjwymiarowa powierzchnia najmniej- (d) Tréjwymiarowa powierzchnia najwiek-
szych wartos$ci wlasnych A,,;, numerycznego szych wartosci wtasnych A4, numerycznego
widma operatora Laplace’a dla kota o pro- widma operatora Laplace’a dla kota o pro-
mieniu 2 z uszkodzeniem. mieniu 2 z uszkodzeniem.

Rysunek 6.2: Trojwymiarowe powierzchnie najmniejszych A,;, i najwigk-
szych \,q. wartosci whasnych kot o promieniach 1 1 2.
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Odnotujmy ponadto, ze wariancja rowna sie 0.01, a odchylenie standardowe
wynosi 0.11. Kolorowa mapa izochorowa najmniejszych warto$ci wlasnych
Amin Kota 0 promieniu réwnym 2 wykazuje petng symetrie wzgledem dowolne;j
srednicy. Przeanalizujemy teraz wartosci najwigksze A, wartosci wtasnych
dla kota o promieniu réwnym 2. Rysunek 6.1 d) przedstawia kolorowa mape
izochorowa A4, Widzimy na nim jak punkty o warto$ciach maksymalnych
sg porozrzucane w sposob nieuporzadkowany i przenikaja sie wzajemnie z
warto$ciami $rednimi i minimalnymi. Wniosek o braku symetrii i braku regu-
larnosci potwierdza tréjwymiarowa powierzchnia wartosci najwiekszych A4z
(Rysunek 6.2 d)). Podstawowe dane statystyczne dla najwiekszych wartosci
wtasnych A, odczytujemy z tabeli 6.11 Wartos¢ najmniejsza réwna jest
96.06, $rednig warto$é jaka osigga Aaz, to 98.99. Wartos$¢ najwieksza wyno-
si 100.00. Wariancja réwna jest 0.57 a odchylenie standardowe 0.76. Rozstep
R =3.94.

Jako podsumowanie rozdziatu 6 mozemy stwierdzi¢ nastepujace wnioski.
Wartoéci najmniejsze \,,;, wartosci wlasnych przyjmuja postaé¢ kapelusza
Gaussa z tg roznicg, ze wraz ze wzrostem promienia maleje zakres \,,;,. Ka-
pelusz jest mniejszy. Ponadto lepszg symetrie wykazuja wartosci najmniejsze
Amin kota o promieniu réwnym 2. Obrazy wartosci najwigkszych A4, war-
tosci wtasnych dla kot o promieniach 1 i 2 w bardzo duzym stopniu réznia
sie miedzy soba. Wartosci najwieksze A, kota o promieniu 1 sg regularne
i symetryczne wzgledem dowolnej érednicy. Wartos$ci najwieksze A, kota
o promieniu 2 nie wykazuja praktycznie zadnej symetrii i regularnosci. Jako
wniosek mozemy stwierdzi¢, ze wraz ze wzrostem promienia kota wartosci
wlasne A4, traca zupetnie wtasnosci regularnosci i symetrii.
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Podsumowanie

Niniejsza praca zatytutowana ” Wykrywanie i lokalizacja uszkodzen struktury
w wybranych obszarach geometrycznych z wykorzystaniem teorii spektral-
nej” przedstawia oryginalne wyniki badan naukowych (cze$¢ z nich zosta-
la opublikowana w renomowanych czasopismach naukowych [11], [12], [13])
nad problemem przyblizonego lokalizowania uszkodzenia w obszarach geome-
trycznych jakimi sg kwadrat jednostkowy, kolo o promieniu jeden, elipsie o
matej potosi rownej 1 i wielkiej potosi réwnej 1.5, trojkatach réwnobocznym,
rownoramiennym i trojkacie prostokatnym przy uzyciu widma operatora La-
place’a jako narzedzia badawczego. Na poczatku rozdziatu 4 przedstawilismy
metode dokonywania pomiarow i uzyskiwania danych potrzebnych do stwo-
rzenia map izochorowych i obrazéw rozstepéw stosowanych w metodzie iden-
tyfikacji wizualnej. Dla kwadrata, kota i elipsy prezentuje mapy izochorowe
najmniejszych A, i najwiekszych \,,.. wartosci wtasnych, kolorowe mapy
izochorowe najmniejszych A,,;, 1 najwiekszych A, wartosci wtasnych oraz
tréjwymiarowe powierzchnie najmniejszych A,,;, i najwiekszych \,,, war-
tosci wtasnych. Ponadto w postaci tabeli zestawiam statystyczne parametry
struktury danych takie jak minimum, pierwszy kwartyl, mediana, Srednia,
trzeci kwartyl, maksimum, wariancja, odchylenie standardowe, kurtoza i roz-
step. Na koncu kazdego paragrafu dla powyzszych trzech obszaréow zaprezen-
towany jest przyktad ilustrujacy przyblizone lokalizowanie uszkodzenia przy
uzyciu map izochorowych.

W przypadku obszaréw geometrycznych jakimi sg tréjkaty réwnoboczny,
rownoramienny i trojkat prostokatny autor zaproponowat metode wizualnej
identyfikacji przyblizonych obszarow, w ktérych znajduje sie uszkodzenie. Po-
lega ona na stworzeniu kolorowej mapy rozstepéw widma i dopasowaniu od-
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powiednich koloréw do przedziatéow liczbowych widma. W paragrafach 4.4.1,
4.4.2 1 4.4.3 przedstawitem mapy izochorowe najmniejszych \,,;, i najwiek-
szych A\p,q wartosci wtasnych dla trojkata rownobocznego, réwnoramiennego
i trojkata prostokatnego oraz ich kolorowe mapy izochorowe najmniejszych
Amin 1 Najwiekszych \,,.. wartosci wtasnych. W tabelach 4.4, 4.5 1 4.6 zestawi-
tem statystyczne parametry struktury danych najmniejszych A,,;, i najwigk-
szych A\nee wartosci wiasnych dla powyzszych trzech trojkatéw. Ponadto na
koncu kazdego podparagrafu prezentowane sa obrazy rozstepow i przyktady
uzycia wizualnej metody identyfikacji przyblizonych obszaréw uszkodzenia.
W rozdziale 5 poddaje analizie widmo operatora Laplace’a dla kwadratow o
bokach 1, 2, 3 z uszkodzeniem wewnatrz nich. Prezentuje mapy izochorowe
najmniejszych M\, i najwiekszych A\, wartosci wlasnych i trojwymiaro-
we powierzchnie najmniejszych \,,;, 1 najwiekszych A, wartosci wtasnych
dla wszystkich trzech kwadratéw. W tabeli 5.1 zestawiam statystyczne pa-
rametry struktury danych najmniejszych \,.;, i najwiekszych \,,.. wartosci
wtasnych kwadratow o bokach réwnych 1, 2 i 3. W celu zbadania regular-
nosci i symetrii widma stworzyliSmy obrazy réznicy miedzy poszczegdlnymi
wartosciami wlasnymi aby w $cisty sposob okresli¢ ich poziom.

W rozdziale 6 porownatem obrazy numerycznego widma operatora Lapla-
ce’a dla kot o promieniach 1 i 2. Przedstawiam kolorowe mapy izochorowe
najmniejszych \,,;, i najwiekszych \,,., wartosci wtasnych oraz tréjwymiaro-
we powierzchnie najmniejszych \,,;, 1 najwickszych A\, wartosci wlasnych.
W tabeli 6.1 zestawiamy statystyczne parametry struktury danych najmniej-
szych Apin 1 najwiekszych A, wartosci wtasnych kot o promieniach rownych
1i2.

Podsumowujac ogdlny sposéb w jaki uzytkownik moze okresli¢ potozenie
uszkodzenia, to po pierwsze, z uzyskanego pomiaru nalezy wyodrebnié war-
tos¢ najmniejsza A, 1 wartosé najwieksza A, widma. Nastepnie w przy-
padku korzystania z metody map izochorowych nalezy wyodrebni¢ odpo-
wiednie obszary z map izochorowych najmniejszych i najwiekszych wartosci
wtasnych. Jako ostatni etap taczymy wyodrebnione obszary w jeden i w ten
sposob otrzymujemy potozenie uszkodzenia. W przypadku metody identy-
fikacji wizualnej na podstawie réznicy wartosci najwiekszej Ajnqar 1 wartosci
najmniejszej \,;, dostajemy konkretng liczbe i na jej podstawie okreslamy
potozenie uszkodzenia.

Metode lokalizowania uszkodzenia struktury przedstawiona w niniejszej roz-
prawie doktorskiej mozemy probowaé zastosowa¢ w badaniach nieniszcza-
cych miedzy innymi do analizy otrzymanych pomiaréw takich jak np. fala
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sprezysta. Innym obszarem zastosowan moze by¢ analiza modalna lub wibro-
akustyka. Jako parametry pomiarowe mozemy uzy¢ dtugosé fali, amplitude
lub czesto$¢ drgan.Nalezy jednak podkresli¢, ze sa to jedynie rozwazania teo-
retyczne i dopiero dalsze badania naukowe moga potwierdzi¢ jej praktyczne
zastosowanie.

Jako moje osiagniecia w niniejszej rozprawie doktorskiej moge wypunktowaé
nastepujace rzeczy:

1) Stworzenie metody i algorytmu uzyskiwania danych potrzebnych do stwo-
rzenia map izochorowych.

2) Stworzenie map izochorowych wartosci najmniejszych i wartosci najwiek-
szych wartosci wtasnych nastepujacych obszaréw geometrycznych: kwadrat,
koto, elipsa oraz obszarow rozstepow dla obszaréw jakimi sg trojkat rowno-
boczny, trojkat réwnoramienny i trojkat prostokatny.

3) Metoda okreslenia potozenia uszkodzenia na podstawie map izochorowych
nastepujacych obszarow geometrycznych: kwadrat, koto, elipsa.

4) Metoda identyfikacji wizualnej poltozenia uszkodzenia nastepujacych ob-
szaroOw geometrycznych: tréjkat rownoboczny, trojkat rownoramienny i troj-
kat prostokatny.

5) Kolorowe mapy izochorowe kwadratéw o bokach réownych 1,2 1 3.

6) Rysunki przedstawiajace symetrie najmniejszych i najwiekszych warto-
Sci whasnych kwadratéw o bokach réwnych 1, 2 i 3.

7)Kolorowe mappy izochorowe najmniejszych i najwiekszych wartosci wla-
snych kot o promieniach 11 2.

Dalsze badania bedg uwzglednia¢ sposéb zaimplementowania metody oraz
uzyskanych wynikéow do obiektow rzeczywistych i réznych rodzajow ich za-
stosowan wymienionych wczesnie;j.
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