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Streszczenie

Autor rozprawy sprawdzil w niej tezg dotyczaca mozliwosci zdefiniowania postaci
aproksymacji uktadéw niecatkowitego rzgdu ktére po dyskretyzacji bedzie mozna zaimple-
mentowaé w uktadach wbudowanych czasu rzeczywistego.

Rozprawa zostata podzielona na siedem rozdziatéw zasadniczych w ktérych przedsta-
wiono podstawy teoretyczne dotyczace rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu. Opi-
sano w niej rOwniez znane sposoby implementacji tej klasy ukladow wraz z metoda opra-
cowanymi przez autora rozprawy - czasowa metoda Oustaloupa oraz rownoleglta metoda
Oustaloupa.

Przedstawiono rodzaje stosowanych obecnie uktadéw niecatkowitego rzedu. Zaprezen-
towano teori¢ dotyczaca uktadow wbudowanych w szczegdlnosci bazujacych na systemach
czasu rzeczywistego. Opis metody implementacji opracowanych aproksymacji na uktady
wbudowane i sprawdzenie ich poprawnosci na platformach sprzgtowych Arduino Uno oraz
STM32F0-DISCOVERY.

W nastgpnym rozdziale rozprawy opisano eksperymenty weryfikujace poprawnosc za-
proponowanych implementacji metod aproksymacji uktadéw niecatkowitego rzedu poprzez
ich realizacj¢ na laboratoryjnych uktadach nagrzewnicy powietrza i lewitacji magnetyczne;j.

Ostatni rozdziatl zasadniczy zawiera podsumowanie osiagnietych rezultatow oraz opis
dalszych mozliwych kierunkéw rozwoju. Dodatkowo na koficu rozprawy znajduje si¢ spis
tabel oraz ilustracji zawartych w rozprawie. Rozprawg zamyka spis bibliograficzny zawiera-

jacy 192 publikacje.






Abstract

The author of the dissertation checked the thesis on the possibility of defining the form
of approximation of non-integer order systems that after discretization can be implemented
in embedded real-time systems.

The dissertation was divided into seven main chapters in which the theoretical basis for
the non-integer differential calculus was presented. It also describes the state of art of im-
plementing this class of systems together with the method developed by the author of the
dissertation - the time domain Oustaloup method and the parallel Oustaloup method.

Presented are selected types of currently used non-integer order systems. The theory con-
cerning embedded systems, in particular, those based on real-time systems, has been presen-
ted. Description of the implementation method of the developed approximations for embed-
ded circuits and checking their correctness on the Arduino Uno and STM32F0-DISCOVERY
hardware platforms.

The next chapter of the dissertation describes experiments verifying the correctness of
proposed implementations of approximation methods of partial order systems by their im-
plementation on laboratory systems of air heater and magnetic levitation.

The last main chapter contains a summary of the results achieved and a description of
further possible directions of researchs. In addition, at the end of the hearing, there is a list of
tables and illustrations contained in the dissertation. The dissertation closes the bibliographic

list containing 192 publications.
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Zbior oznaczen

R - zbidr liczb rzeczywistych
IN - zbi6r liczb naturalnych
a, b - WartosSci skalarne:

Wektory: a, b, wszystkie wektory w pracy sa wektorami pionowymi to znaczy o

wymiarze nx1
Macierze: A, B
x(0)- wektor wartosci poczatkowych systemu
D - dziedzina funkcji
f D —Y -funkcja f przeksztalcajaca dziedzing funkcji D w zbiér YV

f(x) - funkcja f, o wartoSciach w zbiorze liczb rzeczywistych, przyjmujaca jako

argumenty wartosci rzeczywiste x
detA - wyznacznik macierzy A

f(x) - funkcjonat f, o wartoSciach w zbiorze liczb rzeczywistych, przyjmujacy jako

argument wektor liczb rzeczywistych x

f™(z), f'(x) - pochodna funkcji f(z) stopnia n

12
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f (x) - pochodna funkcji, zdefiniowana jako:

de At
< _ _ d
ate  dgnm m)dtn / f(y)dy

0

din

['(m) - funkcja zdefiniowana jako:

[(m) = /e“umldu
0

- uogdblniony symbol Newtona:

n _n(n—1)~~(n—k—i—1)_ (n)k

i R J!

E, 3(2) - funkcja Mittaga-Leffler, zdefasonowana jako:

00 k
Eaplz :Zf‘ka+ﬁ)

k=0

erfc(z) - funkcja btedu Gaussa, zdefiniowano jako:

erfc(x / 4t
VT

«Dy - ciagly operator rézniczko-catki niecatkowitego rzedu zdefiniowana jako:

;

de 0

-— >

dte « ’
aD? = 1 a=0,

j(dT)_a a<0

\a

gdzie: o rzad pochodnej, a it wartoSci graniczne dla czasu
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GLDe- rézniczko-catka niecatkowitego rzedu Griinwalda-Letnikova (GL) zdefiniowana

jako:
(5] o
GLT«o 1 — J .
o Dif(t) = limh (=17 | | fE—=3h)

h—0
=0 J

gdzie: a rzad pochodnej, a 1 ¢ wartoSci graniczne dla czasu

RLD@. rézniczko-catka niecatkowitego rzedu Riemann-Liouville (RL) zdefiniowana

o1 oAt S
» Dif(E) = (o —n) dt”/ (t — 7)a—n+l ’

a

jako:

gdzie: o rzad pochodnej, a i t wartosci graniczne dla czasu

“De- rézniczko-catka niecatkowitego rzgdu Caputto (C) zdefiniowana jako:

t

S S S e
DIf() = INCE n)/ (t — T)T_”+1d7-

a

gdzie: o rzad pochodnej, a i1t wartoSci graniczne dla czasu

L - transformata Laplace’a

W. Bauver Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych



1. Wstep

1.1. Zarys historyczny

d
Pojecie operatora rézniczkowania i jest ogdlnie znanym pojgciem stosowany po-
X

wszechnie w matematyce jak i w inzynierii. Dla odpowiednich funkcji n-ta pochodna funkcji

n

f(x), opisana operatorem T jest dobrze zdefiniowana, gdy n jest dodatnig liczba catko-
nr

witag. W 1695 r. L’Hopital zapytat Leibniza, jakie znaczenie mozna przypisaC operatorowi
(i_f jesli n jest utamkiem, wigcej szczegotow zostato opisanych przez Weilbeer| (2006).
Od tego czasu rachunek r6zniczkowy niecatkowitego (utamkowego) rzedu byt rozwijany
przez wielu stynnych matematykow, takich jak Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, We-
ilbeer, Riemann i Laurent. W 1730 r. tematem rachunku niecatkowitego rzedu zajmowat sig¢
Eulera. J.L. Lagrange w 1772 przyczynit si¢ do rozwoju tego rodzaju rachunku rézniczko-
wego w sposéb posredni, poprzez opracowanie prawa wyktadnikow dla operatoréw rézni-
cowych. W 1812 roku P. S. Laplace zdefiniowal pochodna niecatkowitego rzedu za pomoca
catki, a w 1819 S.F. Lacroix rozwazal wlasnosci pochodnej arbitralnego rzedu, a nastgpnie
wlasno$ciami tej pochodnej zainteresowat si¢ J. B. J. Fourier w 1822 r.. Pierwszym znanym
zastosowaniem rachunku niecatkowitego rzgdu do rozwiazania problemu fizycznego byto
rozwiazanie problemu tautochronu przez N. H. Abel w 1823 r.. J. Liouville opisat studium
rachunku niecatkowitego rzgdu w 1832 r., w ktérym zastosowal swoje definicje pochodne;j
niecatkowitego rzedu do problemoéw teoretycznych. W 1867 r. A.K. Griinwald pracowat nad
rozwojem rachunku niecatkowitego rzedu. G.E.B. Riemann w okresie swoich studiéw pra-
cowal nad teorig catkowania niecatkowito rzgdowego, ktéra opublikowat w 1892 roku. A.V.
Letnikov napisat kilka artykutléw na ten temat w latach 1868 - 1872. W okresie od 1900 do
1970 r. rachunek niecatkowitego rzgdu glownie rozwijat si¢ dzigki: H.H. Hardy, S. Samko,
H. Weyl, M. Riesz, S. Blair. Od 1970 r. W pdzZniejszych latach za rozwdj tej dziedziny od-
powiedzialni byli: J. Spanier, K.B. Oldham, B. Ross, K. Nishimoto, O. Marichev, A. Kilbas,
H.M. Srivastava, R. Bagley, K.S. Miller, M. Caputo, I. Podlubny, T. Kaczorek i wielu innych.
Obecnie zauwazalny jest wzrost zainteresowaniem zastosowania ukladéw niecatkowi-
tego rzgdu w rozwigzaniach probleméw z zakresu modelowania proceséw cieplnych, super

dyfuzji, modelowaniu uktadoéw elektrycznych i tworzenia filtrow.
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1.2. Cele i tezy pracy

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wilasnych propozycji metod aproksymacji
uktadow niecatkowitego rzedu bazujacych na metodzie Oustaloupa i ich implementacji w
uktadach cyfrowych. Praca ma réwniez podjaé probe usystematyzowania wiedzy w zakresie
implementacji uktadéw utamkowych w uktadach rzeczywistych.

Tezg¢ niniejszej rozprawy doktorskiej sformutowaé mozna w nastgpujacy sposob:

"Mozliwe jest zdefiniowanie postaci aproksymacji uktadow niecatkowitego rzedu ktorq
po dyskretyzacji bedzie mozna zaimplementowac w uktadach wbudowanych w szczegolnosci

pracujqcych w czasie rzeczywistym.”

1.3. Motywacja

W dzisiejszych czasach szeroko zakrojonym problemem jest realizacja systemdéw niecal-
kowitego rzedu na platformy cyfrowe w szczegdlnosci pracujacych w czasie rzeczywistym.
Teoria tego typu uktadéw jest dobrze ugruntowana, jednak wiele probleméw zwigzanych z
implementacja na platformy sprzgtowe jest nadal otwartych. Stworzenie stabilnej i odporne;j
numerycznie implementacji systemow niecatkowitego rzedu w postaci ich aproksymac;ji jest
jedna z oczywistych potrzeb.

W ostatnich dziesigcioleciach XX wieku wzrosto zainteresowanie realizacja uktadéw
niecatkowitego rzedu zaréwno w dziedzinie teorii sterowania. Jedna z os6b ktére w tym okre-
sie opisala teorie uktadow utamkowych byt Podlubny| (1998). W pracy tej autor przedstawit
zaréwno zagadnienia zwigzane z formalnymi definicjami r6znych typéw pochodnych niecal-
kowitego rzgdu, definicjami stabilnoSci tej klasy uktadéw oraz zagadnienia implementacji w
Srodowiskach cyfrowych. W pézZniejszym okresie tematyka teorii uktadéw z pochodna nie-
catkowitego rzgdu zajmowali si¢ migdzy innymi |Diethelm| (2010); Mitkowski (2011); Ka-
czorek (2011)); Baranowski et al.| (2015c)).

Do najbardziej znaczacych grup badawczych z tego okresu zajmujacych si¢ tema-
tyka implementacji uktadoéw niecatkowitego rzedu nalezy zaliczy¢ zesp6t CRONE (fr.
Commande Robuste d’Ordre Non Entier - Sterowanie odporne systemami niecatkowitego
rzgdu) ktérego pracami kierowal Oustaloup. Oustaloup et al.| (1999) przedstawili opis me-
tod do identyfikacji 1 uktadéw regulacji systeméw dynamicznych niecatkowitego rzedu.
Za szczegllnie istotne osiagnigcie grupy CRONE nalezy uzna¢ metodg estymacji warto-
Sci utamkowego réwnania rézniczkowego na podstawie definicji pochodnej Griinwalda-
Letnikova metoda najmniejszych kwadratéw Oustaloup et al.| (1996). Natomiast [Trigeassou
et al.| (1999) zaprezentowal metod¢ aproksymacji uktadu niecatkowitego rz¢du przy pomocy
uktadu catkowitego rzgdu.

W zakresie metod identyfikacji Hartley 1 Lorenzo (2003) zaproponowali by dla dzie-

dziny czgstotliwos$ci zastosowaé metod¢ bazujaca o ciaglych rozktad wspétczynnikéw, a w

W. Bauver Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych
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(Valerio 1 Sa da Costal, [2005) opisano metodg¢ identyfikacji Levy’ego rozszerzona na uktady

niecatkowitego rzedu.

Definicj¢ kontrolera PID rz¢edu utamkowego wprowadzit Podlubny| (1999, |1998). W
(Cech 1 Schlegel, 2006; Monje et al., 2008} Xue et al.,|2006) pokazano, ze kontroler PID nie-
catkowitego rzedu posiada lepsze wiasnosci adaptacyjne ze wzgledu na mozliwos¢ szerszego
dopasowania charakterystyki czgstotliwosciowej tego uktadu. Valério 1 da Costa (2006
przedstawili przeglad metod strojenia utamkowego kontrolera PID. Metody opisane w tej
pracy mozna podzieli¢ na analityczne, oparte na definicji stabilno$ci oraz numeryczne, ktére
zaleza od przyjetej metody aproksymacji uktadu. Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze metody stroje-
nia bazujace na analitycznych zasadach sa rzadkie ze wzgledu na brak w teorii formalnych
metod wyznaczania zapaséw wzmocnien i fazy dla tego typu uktadéw. Ze wzgledu na to
Monje et al.| (2010) oraz Valério 1 da Costal (2006)) zaproponowali metody strojenia tego typu
regulatoréw na podstawie klasycznych metod analitycznych ale bez dowodéw formalnych.
Natomiast numeryczne metody strojenia regulatora utamkowego PID zostaly zaprezento-
wane w wielu praktycznych zagadnieniach przez Monje et al. (2010). Do ich strojenia uzy-
wano migdzy innymi globalnych metod optymalizacji opisanych migdzy innymi w (Chang 1
Chen, 2009; |Cao 1 Caol, 2006; Bauer et al., [2013; Mitkowski 1 Oprzedkiewicz, 2013} |Oprzed-
kiewicz 1 Dziedzicl 2017). Metody automatycznego strojenia uktadow niecatkowitego rzgdu
zostaty rowniez przedstawione przez Monje et al.| (2008) gdzie do procesu strojenia bazuje

si¢ na metodzie relay feedback-based.

Coraz wigksze zainteresowanie budzi réwniez uwzglednienie opdZnienia w petli sterowa-
nia z regulatorem utamkowym PID, problem ten opisali miedzy innymi (Astrém i Higglund,
2006; Yu, [2006) . Natomiast proces strojenia tego typu regulatora zostal przedstawiony w
pracach Feliu-Batlle 1 Castillo-Garcia (2014)); Malek et al.| (2013)); Padula 1 Visioli (2015));
Ruszewski (2008) . Jednak proces automatycznego strojenia regulatorow utamkowego rze-
dow nie zostal tak dobrze opracowany jak ten sam proces dla klasycznych regulatoréw PID
Astrom i Murray| (2008).

Przeglad istniejacych ciagtych i dyskretnych aproksymacji operatoréw utamkowych za-
prezentowali [Vinagre et al.| (2000b). Cyfrowe aproksymacje operatoréw utamkowych zwy-
kle opieraja si¢ metodach Continued Fraction Expansion (CFE) lub Power Series Expansion
(PSE). Metodami implementacji uktadéw niecatkowitego rzgdu metoda CFE zajmowali si¢
migdzy innymi (Oprzedkiewicz 1 Mitkowski, 2018a; Oprzedkiewicz et al., 2015; Chen 1 Mo-
orel, 2002). Natomiast metoda PSE byla uzywana przez (Oprzedkiewicz et al., 2018aj Sta-
nistawski et al., 2017} Rydel et al., 2016b; Stanislawski et al., 2011). Cyfrowe realizacja
uktadéw niecatkowitego rzedu najczegsciej przyjmuja postac filtru FIR (filtru o skoriczonej
odpowiedzi impulsowej) lub IIR (filtru o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej), przyktad
takich realizacji podat Petras et al.| (2003b); Petras| (2011a). W tym miejscu nalezy réwniez

zaznaczy¢, ze istnieja implementacje filtréw utamkowych stochastycznych, dla przyktadu w
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pracach |Sierociukl! (2013)); Sierociuk et al.| (2016) przedstawiono uogélnig postaé filtru Kal-
mana na uktady niecatkowitego rzedu.

Jednak najwazniejsze wynik realizacji uktadéw niecatkowitego rzedu zostaty przedsta-
wione w dziedzinie analizy sygnaléw szczegdlnie w realizacji za pomoca uktadéw analogo-
wych.|Abdel Aty et al.| (2016b) zaprezentowali wariant utamkowy dla dobrze znanego réwna-
nia r6zniczkowego Hermite’a dla filtréw. Zastosowano tam metod¢ rozwigzywania rGwnania
z pochodna niecatkowitego rzgdu za pomoca utamkowej metody szeregéw Taylora. Tsirimo-
kou et al.| (2016) przedstawiaja nowe topologiczne uogdlnienie filtréw niecatkowitego rzedu.
Metody opisane w tej pracy pozwalaja na realizacj¢ filtréw niecatkowitego rzedu: dolno-
przepustowych, gérnoprzepustowych, pasmowo-przepustowych i pasmo - zaporowych, przy
uzyciu tej samej topologii uktadu elektrycznego. W pracy Psychalinos et al.| (2016) opisali
proces projektowania filtru dolnoprzepustowego z przetaczaniem kondensatoréw dla nie-
catkowitego rzedu kroku przelaczen o charakterystyce Butterwortha i jego implementacj¢ na
platformie CMOS. W omawianej pracy zostaly przedstawione wyniki zaréwno obliczen ana-
litycznych jak 1 wyniki eksperymentalne. Khateb et al.| (2016) przedstawili sposéb projekto-
wania 1 implementacji filtréw rzgdu utamkowego w oparciu o strukturg CMOS z ré6znicowym
przeno$nikiem pradu (ang. Differential Difference Current Conveyor - DDCC). Tepljakov
et al. (2016, 2015} [2014) przedstawili cyfrowa implementacj¢ kontrolera PID niecatkowi-
tego rzegdu w oparciu o strukture filtra o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej uzyskana
przez zastosowanie przyblizenia Oustaloup. [Petras et al. (2003a) zaprezentowali metodg re-
alizacji regulatoréw utamkowych na mikroprocesorze PIC i zaimplementowanych w jezyku
PIC Basic.

Poza przedstawionym zastosowaniami uktady niecatkowitego rzgdu stuza do modelowa-
nia dynamiki zjawisk. Jako najwazniejsze typy zjawisk ktére sa modelowane przy uzyciu

tego aparatu matematycznego mozna podac:

1. Systemy elektryczne: przetwornica pradu stalego DC (Radwan et al., 2018)), induk-
cyjnos¢ (Foupouapouognigni et al., 2017), obwody elektryczne (Gomez-Aguilar et al.,
2016), transformator r6znicowy liniowy (Veeraian et al.,|2017)), silnik synchroniczny z
magnesem trwatym (Thakar et al., 2016), silnik indukcyjny (Jalloul et al.,2013)), silnik
pradu statego (Cipin et al., 2014)), fotowoltaiczny modut stoneczny (AbdelAty et al.,
2016a).

2. Akumulatory: akumulatory litowo-jonowe (Wang et al., 2015)), ogniwa paliwowe (Ta-

leb et al., 2017), superkondensatory (Lewandowski 1 Orzytowski, 2017).

3. Procesy cieplne: nieliniowy system termiczny (Oprzedkiewicz 1 Mitkowskil, 2018bj;
Mitkowski 1 Obraczka, 201 1; Maachou et al., 2014)), rozktad temperatury w wirujacym
satelicie (Prajapati et al., 2016), przewodzenie ciepta (Oprzedkiewicz et al., 2018bj
Obraczka 1 Mitkowski, 2014; Zecova 1 Terpak, |20135]), wymiana ciepta w bezkontak-
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towych uszczelnieniach czotowych (Blasiak, 2016), dynamika termiczna budynkéw
(Dtugosz 1 Skruch, [2015).

4. Modelowanie reaktoréw jadrowych: zasad tworzenia neutronéw (Espinosa-Paredes
et al.l 2008; Vyawahare 1 Nataraj, 2013a), modele kinetyki reaktora punktowego
(Espinosa-Paredes et al., 2011; Vyawahare 1 Nataraj, [2013b)), model funkcji przeno-

szenia liniowego (Vyawahare et al., [2016).

5. Dyfuzje: dyfuzja anomalna (Metzler 1 Klafter, 2000), nieliniowy proces reakcji dyfuz;ji
Fisher’a (Atangana, 2016), proces dyfuzji (Sierociuk et al., 2015; |[Mitkowski, 2011).

6. Systemy mechaniczne: nielinowe model w mechanice (Grzesikiewicz et al., 2013),
model potréjnego wahadta (Coronel-Escamilla et al., 2016)), uktad przektadni zebate;j
z luzami (Hedrih 1 Nikoli¢-Stanojevic, 2010), turbina gazowa (Jadhav et al.| 2016),
przeptyw ptynu w silnikach spalinowych (Lino et al., [2015).

7. Urzadzenia nano-elektroniczne: elektrochemiczny nano-biochip (Djouambi et al.,
2013)).

Poza zastosowaniem w inzynierii uktady niecatkowitego rzgdu stuza obecnie do mode-

lowania dynamiki zjawisk w dziedzinach takich jak:

1. Biologa: bioinzynierii (Magin, 2012), tkanek biologicznych (Magin, 2010; Biswas
et al., 2017)), uktadu oddechowego i ptuc (lonescu 1 Kelly, 2017} fonescu et al., 2011)
, DNA (Machado, 2015), dynamiki biatek (Glockle 1 Nonnenmacher, 1995)).

2. Medycyna: farmakokinetyce 1 farmakodynamice (Verotta, [2010; [Ionescu 1 Copot,
2017) , oddziatywania lekéw (Copot et al., [2014).

3. Modele epidemiologiczne: epidemii niestacjonarnych (Ahmed 1 Elgazzar, 2007)), Za-
palenie watroby typu C (Ahmed 1 El-Saka, |2010), Grypy A(HIN1) (Gonzalez-Parra
et al., 2013), HIV (Arafa et al., 2014).

4. Materialy lepkosprezyste i polimery: zachowania materialéw lepkosprezyste (To-
rvik 1 Bagleyl, [1984; Adolfsson et al., 2005), mechanicznych uktadéw lepkosprezy-
stych (Lazopoulos 1 Karaoulanis, 2016), modelowanie zeli spozywczych (Faber et al.,

2017a,b), modelowanie polimeréw (Caponetto et al., [2013).

5. Ekonomia i rynki finansowe: wycena opcji (Song, 2017), migracja zarobkowa (Balci,
2017), ekonomia finansowa (Fallahgoul et al., 2016)), modele zmiennos$ci (Mendes,
2008), modele wzrostow ekonomicznych (Tejado et al., |2015)), ciagte rynki finansowe
(Scalas et al., 2000).
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6. Rozprzestrzenianie si¢ zanieczyszczen i zanieczyszczen: dyspersja zanieczyszczen
w atmosferze (Goulart et al., 2017), zmian klimatycznych (Zhang et al.,[2017b)), pod-
ziemne rozprzestrzenianie si¢ zanieczyszczen (Zhang et al., 2017a)), modele zmian

uksztattowania terendw (Schumer et al., 2009)).

1.4. Uklad i zakres pracy

Rozprawa zostala podzielona na siedem rozdzialéw zasadniczych w ktoérych przedsta-
wiono podstawy teoretyczne dotyczace rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzgdu. Opi-
sano w niej rowniez znane sposoby implementacji tej klasy uktadéw wraz z metoda opra-
cowanymi przez autora rozprawy - czasowa metoda Oustaloupa oraz réwnolegta metoda
Oustaloupa. Przedstawiono rodzaje stosowanych obecnie uktadéw niecatkowitego rzedu.
Zaprezentowano teori¢ dotyczaca uktadow wbudowanych w szczegdlnosci bazujacych na
systemach czasu rzeczywistego. Opis metody implementacji opracowanych aproksymacji
na uktady wbudowane i sprawdzenie ich poprawnosci na platformach sprzgtowych Arduino
Uno oraz STM32F0-DISCOVERY. W nastepnym rozdziale rozprawy opisano eksperymenty
weryfikujace poprawno$¢ zaproponowanych implementacji metod aproksymacji uktadéw
niecatkowitego rzgdu poprzez ich realizacj¢ na laboratoryjnych uktadach nagrzewnicy po-
wietrza 1 lewitacji magnetycznej. Ostatni rozdziat zasadniczy zawiera podsumowanie 0sia-
gnigtych rezultatow oraz opis dalszych mozliwych kierunkéw rozwoju. Dodatkowo na koncu
rozprawy znajduje si¢ spis tabel oraz ilustracji zawartych w rozprawie. Rozprawg¢ zamyka
spis bibliograficzny zawierajacy 192 publikacje.

W rozdziatach rozprawy poruszono nastgpujace zagadnienia:

— Rozdzial 1. zawiera opis zarysu historycznego dotyczacego rachunku pochodnej nie-
catkowitego rzgdu. Zaprezentowano w nim roéwniez cele i tez¢ pracy oraz przedsta-

wiono motywacje do podjecia tego tematu wraz z przegladem literatury.

— Rozdzial 2. opisuje wstgp do aparatu matematycznego wykorzystywanego w ra-
chunku pochodnej niecatkowitego rzgdu. W szczegdélnosci podano definicj¢ funkcji
specjalnych: funkcji gamma, operatora newtona dla liczb rzeczywistych oraz funk-
cji jedo- 1 dwu-parametrycznej Mittaga-Lefflera. Dla jasnoSci podano definicj¢ ope-
ratora rézniczko-catki niecatkowitego rzedu oraz definicj¢ pochodnych Griinwalda-
Letnikova, Riemanna-Liouville’a , Caputo. Nastgpnie w rozdziale znajduje si¢ opis
transformaty Laplace’a dla uktadéw niecatkowitego rzgdu. Rozdziat koniczy opis me-

tod dyskretyzacji wykorzystanych w eksperymentach numerycznych.

— Rozdzial 3. przedstawia przeglad wybranych metod aproksymacji uktadéw niecal-
kowitego rzedu. Jako pierwsza zaprezentowano w nim metod¢ rozwigzania uktadu

réwnan liniowych niecatkowitego rzgdu z krotka pamigcia. Nastgpnie opisano aprok-
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symacje oparte o Continued Fraction Expansion (CFE). Kolejnymi opisanymi meto-
dami implementacji sa aproksymacji Charefa, metoda funkcji dystrybucji, Power Se-
ries Expansion (PSE) oraz metod¢ LIRA. Ostatni podrozdzial skupia si¢ na opisie
wtlasnosci klasycznej metody Ostaloupa oraz opracowanych przez autora metod bazu-

jacych na niej - czasowa metoda Oustaloupa i rownolegta metoda Oustaloupa.

— Rozdzial 4. stanowi opis wybranych struktur dynamicznych bazujacych na pochod-
nej niecatkowitego rzgdu. Opisane elementy to regulator niecatkowitego rzedu, filtry
dolno- i gérnoprzepustowe oraz filtr drugiego rzgdu oraz filtru pasmowo przepusto-

wego. Ich wlasnoSci zostaly zobrazowane poprzez charakterystyki bodego.

— Rozdzial 5. zawiera przedstawienie wybranych systeméw wbudowanych uzytych
do testow zaproponowanych metod aproksymacji - Arduino Uno oraz STM32FO-
DISCOVERY. Opisano w nim teori¢ systeméw wbudowanych i systemow czasu rze-
czywistego. Przedstawiono algorytmy implementacji uktadéw niecatkowitego rzgdu
na uktady cyfrowe wraz z ich analiza. Rozdzial koniczy si¢ opisem eksperymentow we-
ryfikujacych poprawno$¢ zaproponowanych metod aproksymacji i ich implementacji.
Na platformie zaimplementowano regulator utamkowy PID oraz utamkowy filtr dru-
giego rzedu, otrzymane wyniki zostalty oméwione w formie poréwnania z referencyjna
implementacja w Srodowisku Matlab Simulink. Na uktadzie STM32F0-DISCOVERY
zaimplementowano filtr drugiego rzg¢du jako uktad czasy rzeczywistego dla wybranych
rzgdéw aproksymacji oraz czestotliwosci probkowania. Wyniki zostaty opracowane w
formie opracowania statystycznego opisujacego zachowanie si¢ btedu ze wzgledu na

wybrane parametry filtra.

— Rozdzial 6. opisuje metod wyznaczania nastaw i implementacji regulatoréw utamko-
wego rzgdu. Pierwszym opisanym systemem dla ktérego opracowano regulator utam-
kowym jest laboratoryjny system nagrzewnicy powietrznej. Dla tego uktadu dobor
nastaw regulatora odbyt si¢ poprzez przeprowadzenie optymalizacji globalnej za po-
moca metody symulowanego wyzarzania. Do implementacji regulatora niecatkowi-
tego rzgdu uzyto metody réwnolegtej Oustaloupa a wyniki regulacji zostaty poréw-
nane z klasycznym regulatorem PID. Drugim systemem rozwazanym w tym rozdziale
jest laboratoryjny uktad lewitacji magnetycznej. W tym przypadku dobor regulatora
odbywat si¢ poprzez linearyzacj¢ uktadu w otoczeniu punktu pracy i dobraniu wspét-
czynnikow tak by pozostat stabilny. Regulator dla tego zadania sterowania zostat zaim-
plementowany przy uzyciu czasowej metody Oustaloupa. Na konicu rozdzialu opisano
roéwniez porOwnanie implementacji regulatora utamkowego rzgdu przy uzyciu metody
redukcji rzedow uktadu z metoda implementacji opartej o czasowa metode Oustalo-

upa.
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— Rozdzial 7. zawiera podsumowanie rezultatéw otrzymanych w trakcie przygotowania

rozprawy oraz opis zidentyfikowanych dalszych kierunkéw rozwoju.
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2. Wstep matematyczny

Celem tego rozdziatlu jest wprowadzenie niezbgednych poje¢ matematycznych dla upo-
rzadkowania informacji na temat rachunku rézniczkowego niecatkowitego rz¢du oraz metod

wykorzystywanych w pracy do ich realizacji na uktadach cyfrowych.

2.1. Funkcje specjalne

Na poczatku rozwazan wprowadzimy definicj¢ funkcji gamma, zwanej rowniez gamma
Eulera (Davis, (1959):

[e. 9]

['(m) = /e‘“um_ldu 2.1)

0

Funkcje ta mozna traktowaé jako uogdlnienie silni na liczby rzeczywiste:

I'(n)=(n—-1)! (2.2)

Do dalszych rozwazaf niezbedne jest wprowadzenie definicji tak zwanego uogélnionego
symbolu Newtona, (Coolidge, [1949):

n nn—1)---(n—k+1) (n)
r k! TR 3

Kolejnymi funkcjami stosowanymi w rachunku rézniczkowym niecatkowitego rzedu
sa jedno- i dwu- parametryczna funkcja Mittaga-Lefflera. Funkcja Mittaga-Lefflera jedno-

parametryczna zostata zdefiniowana w pracy Mittag-Leffler (1905) w nastepujacy sposob:

0 zk
B, (2) = kz:% ok T (2.4)
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Nastgpnie Humbert 1 Agarwal|(1953)) wprowadzili definicj¢ funkcji dwu-parametryczne;j.

Funkcja ta jest zdefiniowana w nastgpujacy sposéb:

Zk

Eas(2) = kz% ThaTh) (2.5)

gdzie a, 5 > 0. Funkcja ta przyjmuje nastgpujace postacie dla okreslonych wartosci para-

metréw, (Podlubny, 1999, str. 17):

E1,1(Z) = ez, E1’2(2> = >
E21(2) = cosh(y/2), Eo1(—2%) = cos(z),

2
Eos1(v/2) = ﬁe_zerfc(—\/}).

Funkcje te sa wykorzystywane przy rozwiazywaniu uktadéw réwnan rézniczkowych niecat-

kowitego rzedu postaci:
JDix(t) + bx(t) = u(t)

przy podaniu warunkéw poczatkowych.

2.2. Definicja operatora rozniczko-calki niecalkowitego

rzedu

Rachunek rézniczkowy niecatkowitego rzedu jest uogélnieniem operacji rézniczkowania
1 catkowania poprzez operator ,Df*, gdzie a 1 ¢ s wartoSciami granicznymi dla czasu a o €

R. Ciagly operator rézniczko-catki definiujemy jako (Petrasl, 2011b), str. 9):

( da
— 0
ao o>\,
oDj = 1 a=0, (2.6)

ft (dr)™ a<0
\a

W historii istnienia rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzgdu powstato wiele de-
finicji operatora rézniczko-calki, opracowanych przez znakomitych matematykéw, migdzy
innymi: Weyl, Fourier, Cauchy, Abel, Nishimoto. Jednak najcze¢sciej stosowanymi obecnie
definicjami sa definicje: Griinwalda-Letnikova (GL), Riemann-Liouvilla (RL) oraz Caputo
(C). W rozprawie tej skupiono si¢ wiasnie na tych trzech definicjach ktére przy zerowych
warunkach poczatkowych wszystkie trzy definicje operatora r6zniczko-catki sa sobie row-

nowazne.
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2.3. Definicja calki i rézniczki Griinwalda-Letnikova
(GL)

Niech bedzie dana funkcja f(t), ktérej pierwsza pochodna mozemy zdefiniowaé jako
(Podlubnyl (1998, str. 43):

Ay o f) - fE—h)
IR AUl i S— @7

Uzywajac dwukrotnie [(2.7)[ na funkcji f(¢) otrzymujemy pochodna drugiego stopnia tej

funkcji postaci:

°fe) M) = ft—h)

o ==l h

LI =0 SR = =2 SO =2 (b + [ = 2h)
N h B h o h2 '

(2.8)
Korzystajac z|(2.7)|i[(2.8)| mozemy podaé¢ wzdr na pochodna trzeciego rzgdu funkcji f(t):
Ert) F() = 3F(t—h) +3f(t—2h) — [(t - 3h)

" BT
Fr ==l B

(2.9)

Bazujac na powyzszym rozumowaniu mozemy podaé ogélne rownanie na pochodna n-
tego rzedu funkeji f(t) dlan € Nij > n:

arfie) e i .
dnt = f"(t) =limh ;(—1) ; f(t—jh) (2.10)

Jezeli rozwazane jest —n, dwumian przyjmuje nastgpujace wartosci:

-n —n(-n—-1)(-n—=2)---(—n—j+1) |n nn+1)---(n+j—1)

= . = (17 || = (-1

. | . 1l
J J: j gt
Jezeli do réwnania [(2.10)] podstawimy —n, to otrzymujemy:

L N L ih 2.12
wor =0 = S e 1)
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Bazujac na réwnaniach [(2.10){(2.12)] mozemy zapisa¢ réwnanie operatora rézniczko-
calki dla rzedu o € R:

DIf(t) = lim A= S (—1)7 || £t = jh) (2.13)

Korzystajac z zaleznosci [(2.2) mozemy zapisa¢ nastepujaca rownosc:

a a! ['(a+1)
== ~— = = , (2.14)
j Ha=7 T+ (a—7+1)
Jezeli rozwazymy dodanie ograniczenia n = t_T“, gdzie a jest stalg liczbg rzeczywista,

to dostajemy formute na operator ré6zniczkowo-catkowy niecatkowitego rzgdu Griinwalda-

Letnikova postaci:

(452

oL ) B |« ,
CEDP () = im b S (1) () f(t = jh) (2.15)
=0 J

2.4. Definicja calki i r6zniczki Riemanna-Liouville’a (RL)

Do wyprowadzenia operatora rdzniczko-catki Riemann-Liouville nalezy rozwazy¢ n
krotng catke funkcji f(¢), dlan € IN, zdefiniowana w nastgpujacy sposéb (Petras, 2011b|
str. 11):

t tp tn—1 t3 t

// / "'/7f(t1)dt1dt2---dtn1dtn - ﬁ/%m (2.16)

a

n—krotna
Catke niecatkowitego rzgdu @ € R i a < 0 dla funkcji f(f) mozna zatem wyrazié

poprzez réwnanie W nastgpujacy sposob:

t

f(r)
Y =, Df(t) = ot 2.17
t t f( ) P(—Oé) t— 71 ( )

Bazujac na[(2.17)|mozemy podaé definicje rézniczko-catki RL postaci:

1 a” f(7)
DR f(t) = / d 2.18
« Dif() I(a—=n)dtr | (t— 7)o+t ’ (.15)

a

Zaréwno w przypadku definicji GL jaki 1 RL do rozwiazania uktadu rownan rézniczko-

wych niecatkowitego rz¢du nalezy poda¢ warunki poczatkowe dla pochodnych catkowitych
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jak 1 utamkowych (Herrmann, 2011, str. 14).

2.5. Definicja ré6zniczki Caputo (C)

Caputo| (1967) podat definicj¢ rézniczki niecatkowitego rz¢du nastgpujacej postaci:

1 f(r)
Dy f(t) = / d 2.19
a tf() F(a—n) (t-T)T_n'H T ( )
przy warunku poczatkowym:
df
() = —= 2.2
F0) =+ (2.20)

dla0 <n—-1< a < nin € IN. Jak wida¢ warunki poczatkowe dla réwnan rézniczko-
wych niecatkowitego rzedu z r6zniczka Caputo maja tg sama postaé co w przypadku réw-
nan rézniczkowych catkowitego rzedu. Jest to zaleta, poniewaz w trakcie formutowania i
rozwigzywania problemu nie wymagaja definicji wartoSci poczatkowych dla utamkowych

pochodnych.

Zauwazmy réwniez, ze migdzy operatorem Riemann-Liouville a operatorem Caputo za-

chodzi nastgpujaca zalezno$¢:

REDYf(t) =5 D f(t) + f*(a) (2.21)

dla f®(0) =0przy k=0,1,--- ,n—1,gdzie0 <n—1< a <nin € IN(Lietal,2011).

2.6. Transformata Laplace’a ukladéw ulamkowych

W analizie zachowan dynamiki uktadéw rzedu catkowitego powszechnie wykorzystuje
si¢ opis transmitancyjny uktadéw w oparciu o transformatg Laplace’a. Poniewaz w przy-
padku zerowych warunkéw poczatkowych réznice pomigdzy transformata Laplace’a w ukta-
dach catkowitego rzgdu a niecatkowitego sa niewielkie. Zaznaczy¢ nalezy, ze dla przypadku
gdy warunki poczatkowe sa rézne od zerowych analiza w domenie Laplace’a znacznie si¢
komplikuje. W sekcji tej zostang przypomniane podstawowe informacje na ten temat. Do-
datkowo wigkszo$¢ metod aproksymacji uktadéw niecatkowitego rzedu ktére mozna zaim-

plementowac podane sa w postaci transmitancji (Monje et al., 2010, str. 12).
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2.6.1. Ogolne wlasnosci transformaty Laplace’a

Funkcja F'(s) gdzie s jest liczba zespolona, zdefiniowana przez:
PKQ::E{f@)}:L/e‘“f@yﬂ (2.22)
0

nazywamy transformata Laplace’a funkcji f(¢). Catka opisana réwnaniem dla funkcji
f(t) jest zbiezna jezeli istnieje ograniczenie wyktadnicze funkcji pod catkowej, czyli istnieja
takie parametry M, 3, T, ze prawdziwa jest nastgpujaca nieréwnos¢ (Podlubny, (1998, str.
103):

If(t)] < MePt, dlat > T (2.23)

Odwrotng transformatg¢ Laplace’a dla F'(s) mozemy zdefiniowac jako:

c+joo
ft)=L71F(s) = / e* F(s)ds, ¢ = Re(s) > co, (2.24)

c—joo

gdzie ¢ jest liczba rzeczywista taka, ze wszystkie punkty osobliwe funkcji podcatkowej
(2.22)|leza w lewej potptaszczyznie.

Bazujac na definicji odwrotnej transformaty Laplace’a [(2.24)] tatwo zauwazy¢, ze splot
dwoch funkeji f(t) i g(t) zdefiniowany jako:

t

£(t) * g(t) = / f(t — r)g(r)dr = / f(r)g(t — 7)dr (2.25)

0

jezeli transformaty Laplace’a funkcji f(¢) i g(¢) istnieja, to prawdziwa jest réwnos¢:
L{f(#) *g()} = F(s)G(s)- (2.26)

Ostatnia omawiana wilasnos¢ transformaty Laplace’a przydatna w dalszych rozwaza-

niach dotyczy¢ bedzie transformaty dla pochodnej stopnia n-tego funkcji f(¢):
n—1

L{Fr ()} = s"F(s) =Y s" 1 (0) (2.27)

k=0

2.6.2. Transformata Laplace’a dla operatora niecalkowitego rzedu

Transformata Laplace’a dla operatora niecatkowitego rzedu Reimanna-Liouvielle dla
p > 0 zdefiniowanej przez réwnanie [(2.16)| dla postaci splotowej funkcji g(t) = P! i
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f(t) (Petras, 2011b, str. 13):

1

D0 = 7 / (t = r)P L f(r)dr = Y f(1) (2.28)

i dla t*~! ma posta¢ (Podlubny, 1999, str. 105):

G(s) = L{t" '} =T(p)s?. (2.29)

Stad uzywajac wzoru na transformat¢ Laplace’a splotu |(2.26)| otrzymujemy transforma-
cj¢ Laplace’a dla operatoréw Griinwalda-Letnikova, Riemann-Liouville 1 Caputo przy zero-

wych warunkach poczatkowych:

L{EDPf(1)} = s77F(s) (2.30)

2.6.3. Metody dyskretyzacji

W dalszej czgsci prac zostang uzyte metody dyskretyzacji Tustina i Eulera do dyskrety-

zacji opracowanych aproksymacji w postaci:

(2.31)

Zasadniczo metody te nie zachowuja zmiennych stanéw systemu bazowego, jednak nowy
stan zachowuje informacje o wejsciu i stanie bazowym (Middleton 1 Goodwin, 1990, str.

472). Po dyskretyzacji system przyjmie postac (dla uproszczenia u(7Tk) jest zapisywane jako

u(k))

w(k +1) = dw(k) + Tu(k)

(2.32)
y(k) = Hw(k) + Ju(k)
gdzie dla metody Eulera:

w = (I-AT)x — TBu (2.33)
&=(1-AT)"! (2.34)
I'=(1-AT)'BT (2.35)
H=CI-AT)"! (2.36)
J=D+C(I-AT) 'BT (2.37)
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1 dla metody Tustina:

® =1+ A%)(I —A)!

T T

VTw=(I-A>)x— =Bu

2 2
T

2

= (- Ag)‘lB\/f

T

H=VTC(I - A

T T

J=D+C(I-A>)"'B=

2 2

(2.38)
(2.39)
(2.40)
(2.41)

(2.42)

Jak mozna zaobserwowa¢ w obu metodach macierz ® zachowuje struktur¢ macierzy

tréjkatnej dolnej. Dlatego na diagonalnej znajduja si¢ wartoSci wlasne dyskretnego systemu,

ktore sa dyskretyzowane indywidualnie. Zatem btedy zaokragler sa znacznie zmniejszone.

Ponadto dlatego, ze metoda jest jawna, najszybsza warto$¢ wtasna jest rOwniez mapowana

w taki sposob ze znajduje si¢ w kole jednostkowym.
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3. Cyfrowa realizacja ukladow niecatkowitego

rzedu

Rozdziat ten zawiera opis wybranych przez autora metod aproksymacji uktadéw niecat-

kowitego rzedu poprzez uktady rzedu catkowitego.

3.1. Rozwiazanie ukladu réwnan liniowych niecatkowi-
tego rzedu z krotka pamiecia

Dla uktadéw réwnan liniowych niecatkowitego rzedu, ktére moga stuzy¢ do realizacji
miedzy innymi wielu rodzajéw filtrow niecatkowitego rzedu o wspotmiernych rzedach po-

chodnych (Piatek 1 Baranowski, [2011), zdefiniowanych jako:

§Dfx(t) = Ax(t) + Bu(t), 0<a<1
x(0) = xo, 3.1

Do rozwigzania numerycznego takiego typu uktadu réwnan moze postuzy¢ nastgpujaca
metoda, zob. Monje et al. (2010):

x(t) = (I — h*A)! <h°‘Bu(t) - Xp: cpXx(t — kh)) (3.2)

T
h=— (3.3)
m
t=ph,p=0,1,....m 3.4)
(6%
e = (—1)* (3.5)

k

W metodzie tej wraz ze wzrostem czasu t niezbgdne jest zapamigtywanie coraz wigkszej
ilosci prébek do obliczenia rozwigzania, innymi stowy do obliczenia ¢ — oo potrzebne
jest nieskonczenie wile pamig¢ci. Do rozwiazania tego problemu Podlubny| (1998)) (str. 203)

zaproponowal tak zwana zasadg¢ krotkiej pamigci (ang. short memory principle). Zasada ta

31
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bazuje na obserwacji zachowania si¢ wartosci wspotczynnikéw w pochodnej Griinwalda-
Letnikova dla duzych wartosci ¢, ktére sa zalezne od wartoSci wspdtczynnikéw przy ¢ =
0, lub tez innym warunku poczatkowym. Wspéiczynniki te maja réwniez niewielki wptyw
na jako$ rozwiazania. Fakt ten pozwala nam na przyblizenie rozwiazania numerycznego za
pomoca wartoSci funkcji blisko rozwazanego czasu ¢, czyli do obliczen uzyjemy jedynie
wspétczynnikéw z przedziatu czasowego [t — L, t], gdzie L jest dtugoscia pamigci, czyli

liczba prébek ktora jest zapamigtywana w czasie obliczen.

Stad mozemy zapisac:
CIDRF() & DY), > L (3.6)

gdzie dtugos¢ pamigtanych wspétczynnikéw jest ograniczona przez L/h. Blad przyblizenia
przy tych zatozeniach dla |f(t)| < M, przy zakresie (0 < ¢t < t;) jest ograniczony przez
zaleznosc:

- ML

~ [P = a)

Zaleznos¢ ta pozwala obliczy¢ najkrétsza dlugos¢ pamigci L. przy zadanym maksymalnym

e(t) = [ Dy f(t) —, DR f(t)] L L<t<t (3.7)

btedzie € i jest wyrazona przez:

Y 1/a
Le> m (3.3)

Dla przypadku gdy wartosS¢ pochodnej « jest stata, mozna obliczy¢ wspdtczynniki ¢, w

nastgpujacy sposob:
a+1
cg=1,c = 1_T 1, k=1,2,... 3.9)

Dla zobrazowania dzialania tej metody rozwazmy réwnanie rézniczkowe niecatkowitego

rzgdu postaci:

SDZx(t) = 2x(t) + 3u(t), (3.10)

+3
x(0) =0 (3.11)

W tym przypadku rozwiazanie analityczne ma postaé:

t2.5

y(t) = 7E2.5,3.5 (—15t25)

Poréwnanie rozwigzan obrazuje wykres [3.1] Z tatwoscia mozna zauwazy¢, ze metoda

z krétka pamigcia juz po uptywie 6 sekund zaczyna w znaczacy spos6b réznié si¢ od me-
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Rozwigzanie dokfadne

6 Rozwigzanie z krotkg pamiecig

y(t)

Czas [s]

Rysunek 3.1: Por6wnanie rozwiazania doktadnego z metoda z krétka pamigcia

tody doktadnej. Ze wzgledu na ten fakt w dalszej czesci pracy nacisk zostanie potozony na

aproksymacje w dziedzinie Laplace’a.

3.2. Aproksymacja CFE (Continued Fraction Expansion)

Aproksymacja CFE - Continued Fraction Expansion - jest uzywana w procesie przybli-
zenia funkcji niewymiernej f(s) przez funkcje wymierna. Metoda ta dla tej klasy funkcji
czesto jest szybciej zbiezna niz metody oparte na rozwinigciu w szereg potegowy, na przy-
ktad rozwinigcie w szereg Tylora, (Press et al., 2007). Dla operatora G(s) = s* mozemy

zapisaé nastgpujace przyblizenie CFE:

N bi(s) (s bi(s) ba(s) bs(s)
G(s) ~ ao(s)+ o) = ao )+a1(8>+a2(5>+a3(5>+... (3.12)
ai(s) +
0a(s) + bs(s)
as(s) +

gdzie ay 1 by sa funkcjami wymiernymi zmiennej s lub statymi.

Z drugiej strony funkcj¢ nie wymierna mozemy przyblizy¢ przy pomocy ilorazu dwéch
wielomianéw wymiernych otrzymanych w procesie interpolacji. Wynika to bezposrednio
z mozliwoSci modelowania charakterystyki czestotliwoSciowej bazujac na lokalizacji zer 1

biegunéw transmitancji (Vinagre et al., 2000a). Bazujac na tym zalozeniu mozna zapisaé
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metode CFE za pomoca nastgpujacej funkcji przyblizajacej G(s):

Pu(s)  potpis+...+pus”
G5} % Baerps oors = _ 3.13
(s) (i+1)...(m+1) Qu(s)  q+qas+...+qps® G

gdzie m + 1 = 4w + v + 1 1 przyblizenie przechodzi przez punkty
(56, G(84))s -+ -5 (Sims G(Sigm))-

3.2.1. Bazowa metoda aproksymacji CFE operatora rézniczko-catki

niecatkowitego rzedu

W artykule Roy| (1967) zaproponowat ogdlna metode przyblizenia funkcji G(s) = s~
dla a € (0, 1) przy pomocy szeregowego potaczenia aproksymacji CFE dwdch funkcji:

1
(1+sT)e

1 (e
G = (1 + g) (3.15)

gdzie G1,(s) odpowiada za odwzorowanie przebiegu funkcji aproksymowanej dla wysokich

Ghls) = (3.14)

czgstotliwosci w7 >> 1, natomiast G,(s) odwzorowuje funkcje dla czgstotliwosci w << 1.

3.2.2. Metoda Carlsona

Carlson| (1960) (str. 18) zaproponowal metode przyblizenia s* za pomoca metody New-

tona do znajdowania rozwiazan réwnan nieliniowych. Metoda ta bazuje na nastgpujacych

zatozeniach:
(H(s))Y* = G(s) =0 (3.16)
stad
H(s) = G(s)* (3.17)
dla zdefiniowanych wartosci « = 1/¢q, m = /2 oraz warunku poczatkowego H, = 1.

Mozna zapisac iteracyjna metodg przyblizania G/(s)® w nastgpujacy sposob:

(3.18)
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3.2.3. Metoda Matsuda

Inne podejscie zostato przedstawione w artykule Matsuda 1 Fuju| (1993). Autorzy zapro-

ponowat by operator s* przybliza¢ przy pomocy wyrazenia dla znanych punktéw sy:

S — 8o S — 851 S — 89
H(s) = ap + + + o (3.19)
ax a2 as

gdzie

S —8;

a; = v;(s), vo(s) = H(s), vit1(s) = (3.20)

vi(s) — a;

3.3. Metoda Charefa

Aproksymacja zaproponowana przez (Charef et al.| (1992) dla systemu opisanego naste-

1 Sa
T

tworzy jej przyblizenie za pomoca nastgpujacej zaleznosci:

N-1 S
I (_)
i=0 Zj
Gy(s) = (3.22)

i (”@)

gdzie zera i bieguny transmitancji aproksymujacej zadang funkcj¢ sa dane nastgpujacymi

pujaca transmitancja

H(s) = (321)

zaleznoS$ciami:
po = pTVb (3.23)
pi = polab)’ (3.24)
2z = apo(ab)’ (3.25)

Wspdtczynniki a oraz b sa obliczane w taki sposéb by maksymalne odchylenie od oryginal-

nej amplitudy w dziedzinie czgstotliwos$ci wynosito y dB, osiaga si¢ to za pomocg zalezno-

Sci:
vy
a=1010(1—a) (3.26)
v
— 10100, (3.27)
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Natomiast rzad aproksymacji /V jest okre§lony za pomoca zaleznoSci:

log(wimazT)
N = \‘WJ +1 (3.28)

gdzie wy,,, jest maksymalng czestotliwoscia dla ktdrej aproksymacja bedzie uzywana.

3.4. Metoda Djouambi

Djouambi et al.| (2007) zaproponowali aproksymacje dla cztonu:

1
_ 3.29
G18) = o1 529

gdzie T’ to stata czasowa a a € R jest rzgdem pochodnej, poprzez nastgpujaca formule:

~ N1 h Ti
Gnls)= ) TS(+>1 (3.30)

i=1

gdzie N jest rzedem aproksymacji natomiast i(7;) jest dane formuta:

1 sin((1 — a)m)
hr;) = o . (3.31)
cosh (a log (—)) —cos((1 — a)m)
T
gdzie:
7 = TAN) (3.32)

Dla wyznaczenia \ nalezy rozwiaza¢ zagadnienie min-max postaci:

A= argmin{ s {[Gae) — Guw>|}} (3.33)

we[wb,wh

gdzie w € [wy, wy] to przedziat czestotliwosci na ktérym aproksymujemy czton podstawowy.
Jednak metoda ta ze wzgledu na aproksymowanie konkretnej klasy systemu jest rzadko

uzywana.

3.5. Metoda rozwinigcia w szereg potegowy - Power Series
Expansion (PSE)

Poza metodami aproksymujacymi ciagte systemy niecatkowitego rzgdu istnieja metody

ktére korzystaja z wtasnosci, iz kazda funkcja f(¢) jest aproksymowana poprze funkcje dys-
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kretng f(nh), gdzie h to dtugos¢ kroku dyskretyzacji a n numer prébki. Gorenflo (1997)
podat formalng definicj¢ aproksymacji pochodnej niecatkowitego rz¢du przy pomocy uktadu

dyskretnego w nastgpujacej formie:

yn(nh) = b (w (¢71))" fu(nh) (3.34)

gdzie (™! jest operatorem przesunigcia natomiast w (¢ ') jest funkcja generujaca. Przyjeta
funkcja generujaca i operator przesunigcia w sposob jednoznaczny okreslaja forme aproksy-
macji jak i jej wspotczynniki.

Metoda PSE bazuje na opisanym powyzej zalozeniu. Uzywajac funkcji generujacej opar-

tej na schemacie réznicowym dla uktadéw niecatkowitego rzgdu z krokiem wstecz:
w (2_1) = (1 — z_l) (3.35)
i rozwinigcia w szereg potggowy wyrazenia (1 — 27 1) jako operatora przesunigcia, otrzy-

mujemy aproksymacje dyskretng dla r6zniczki Griinwalda-Letnikova postaci:

ASf(nT) =T Z f((n—K)T) (3.36)
=0

gdzie T to okres dyskretyzacji.

3.6. Aproksymacja LIRA

Metoda aproksymacji poprzez przyblizenie odpowiedzi impulsowej uktadu niecatkowi-
tego rzedu, zostala zaproponowana przez |[Bania 1 Baranowski (2013). Metoda ta moze by¢

analizowana dla réwnan typu (Podlubny, (1998, str. 122):

“DIma( <an D )) + pox(t) = (3.37)

amE DY u( (qu SDIm )) + qou(t) (3.38)

gdzie j < o; < j+1,7=12,....0n, 5 < v <j+1,75=12...,m pjq; € R,
przy zerowych warunkach poczatkowych. Przyjmijmy réwniez, ze |u(t)| < Upae for t > 0
iu(t) = 0dlat < 0. Poniewaz zaktada sig, ze warunki poczatkowe wynosza zero, operator
rézniczkowy moze by¢ typu Riemanna-Liouville’a lub Caputo.

Teraz mozliwe jest zastosowanie transformacji Laplace’a do réwnania [(3.38))

&= gt (3.39)
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gdzie

N qu’Ym + qm—ls’ym_1 + ... qo
g(s) = - (3.40)
e

Funkcja ¢ przyjmuje postaé transformaty Laplace’a pewnej funkcji g : [0,00) — R,
ktéra spetnia g € £41(0, 00) U L5(0, 00). Odwrotna transformata dla|(3.39)| okresla rozwiaza-
nia dla[(3.38)| podane przez splot:

t

x(t) =uxg= /u(t —0)g(0)do (3.41)

0

3.6.1. Skonczenie wymiarowa aproksymacja ukladu niecatkowitego

rzedu

Mozna pokazaé, ze rozwiagzanie|(3.41)[réwnania|(3.38) moze by¢ przyblizone za pomoca
rozwigzania uktadu réwnan n liniowych réwnan rézniczkowych (Bania 1 Baranowski, [2013)).

Aproksymacja opiera sig¢ na bazie ortonormalnej w przestrzeni L£5(0, 00)

=\ 2ue Ly (2u0), k=0,1,2,... (3.42)

gdzie p jest dowolng stata dodatnia, a Ly jest k-tym wielomianem Laguerre’a postaci:

e? dk

Lk(Z) = k'dzk (efzzk)

(3.43)

Twierdzenie [3.1) podaje warunki, ktére musza zostac spetnione, aby znalez¢ aproksyma-

cje¢ uktadu przy minimalnym btedzie.
Twierdzenie 3.1 Jezeli g € £1(0,00) U L2(0,00) i |u(t)]| < tmar weedy:

1. Rozwiqzanie moze by¢ aproksymowane przez:
)= Biér(t) (3.44)
k=0
gdzie funkcje & (t) : [0, 00) — R sq rozwiqzaniem uktadu:

k-1
§p = — péy — 2#2& + \/ﬂu
=0

&0)=0,k=0,1,2,...,n

(3.45)

/ Jer(0, p1)d (3.46)
0
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2. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba ng zalezna od g, € i Upqz, Ze blad aproksymacji

en(t) = x(t) — x,(t) spetnia nieréwnosé:
len(t)] < e (3.47)

foralln > ngandt >0
Dowéd 3.1 Dowdd powyzszego twierdzenia opracowali Bania i Baranowski| (2013).

Formuta|(3.46)| nie jest wymagana do implementacji metody w Srodowiskach numerycz-
nych. W Bania 1 Baranowski (2013)) autorzy przedstawiaja formule rekurencyjna na wyli-

czenie wspdiczynnikéw w nastgpujacej formie:

k k '
B = *2—2,_“ > (j.)c?(u)@(’“‘”(m (3.48)
L

gdzie
k—j+1 :
cf = #cﬁl, ci(u) = 2wk, j=1,2,...,k (3.49)
d7g(s)
dsi

3.7. Aproksymacja Oustaloupa

Jedna z najczegsciej wykorzystywanych metod do realizacji uktadéw niecatkowitego
rzgdu jest metoda Oustaloupa (Oustaloup et al., 2000). Aproksymacja ta przybliza trans-

mitancj¢ G(s) = s* za pomocg formuty:

s+ w;
G = K 3.50
/(5) gs - (3.:50)
gdzie:
W, = wyw BTN (3.51)
wi = wywHTIre)/N (3.52)
K = (3.53)
Wh
we = A\ — (3.54)
Whp

Aproksymacja dziata dla czgstotliwosci z przedziatu w € [wy, wy] 1 IV jest rzgdem aproksy-
macji. Aproksymacja ta realizuje przyblizenie systemu s poprzez seri¢ asymptotycznie sta-

bilnych linowych systeméw pierwszego rzgdu. Jak mozna zaobserwowaé wybor szerokiego
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pasmo czgstotliwosci skutkuje duzymi wartosciami w,, 1 wysokimi rzgdami N, co skutkuje
odstgpami migdzy biegunami w zakresie od bliskich — omega;, do bardzo bliskich —wj. Od-
stgpy te nie sa liniowe (istnieje grupa w poblizu —wy), co w rezultacie powoduje problemy
z zachowaniem asymptotycznej stabilnoSci ukladéw w procesie dyskretyzacji na uktadach
liczacych. Dzieje si¢ tak poniewaz wszystkie liczby zmiennoprzecinkowe pojedynczej lub
podwdjnej precyzji uzywane w dzisiejszych systemach informatycznych okreslone w nor-
mie IEEE754 (zobacz [EEE (1985)) posiadaja ograniczenia zwiazane z reprezentacja liczb,

kolejnoScia wykonywania dziatan, bledami zaokraglen, przepetnien i niedomiaréw.

W przypadku cyfrowej reprezentacji aproksymacji Oustaloupa mamy stycznoS¢ z bte-
dem powiazanym z dodawaniem liczb zmiennoprzecinkowych, ktore reprezentuja bieguny
transmitancji, o cechach rézniacych si¢ od siebie o wigcej niz ilo$¢ bitéw przeznaczonych na
mantysy. W takim przypadku po denormalizacji mantysa bedzie miata warto$¢ 0, a liczba o
mniejszym wykladniku nie wptynie na wynik dodawania badz odejmowania. Przypadek nie-
stabilnosci numerycznej tej aproksymacji w procesie dyskretyzacji obrazuja wykresy [3.2a]

B.2biB.2d

O zera O zera
0.8 *®  bieguny 0.8 ®  bieguny
g Koto jednostkowe Kolo jednostkowe
0.6 . 0.6 [ 3 J
04t/ : 04t
g 02 8 o2y
> >
g 0@ © %0 0 @ S o@dx O ® o x 0@
5 1 5
£ 0.2 £ -02F
-0.4 0471
-0.6 - 06 -
-0.8 - -0.8[
-1 - 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 -1 -05 0 0.5 1 15
Real Part Real Part
0.1 0.5
(a) s (b) s
1
O zera
0.8 ¥ bieguny
Koto jednostkowe
0.6
04
g 0.2
>
& ogo  ox o= @
g
£ -02F
-04r
-0.61
-0.81
1
-1 -05 0 0.5 1 15
Real Part
0.9
(c)s

Rysunek 3.2: Rozktad zer i biegundéw systemow dyskretnych dla aproksymacji czasowego
Oustaloupa rzedu 15
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3.8. Aproksymacje oparte na aproksymacji Oustaloupa

3.8.1. Réwnolegla aproksymacja Oustaloupa

Réwnolegla aproksymacja Oustaloupa jest modyfikacja podstawowej Metody Ostaloupa
opisywanej réwnaniem [(3.50)] pozwalajaca na rozmieszczenie biegunéw aproksymacji w
taki sposob, by po dyskretyzacji uktad pozostawat asymptotycznie stabilny.

Metoda ta opiera si¢ na koncepcji by zamiast aproksymacji wyzszego rzedu (dla N >
5) w catym przedziale |[wj,wy] utworzy¢ ja przy pomocy sumy dwodch aproksymacji dla
nizszych czgstotliwosci ( L(s)) i wyzszych czgstotliwosci (H (s)), obie rzgdun = | N/2].

L(jw) = jw®, w € [wy, w,] (3.55)
H(jw) = jw®, w € [we, wp] (3.56)

Punkt dzielacy zbior [wy, wy,| znajduje sie¢ w jego centrum w,.. Obie te aproksymacje po-
winny by¢ potaczone szeregowo z filtrami dolnoprzepustowymi 1 gérnoprzepustowymi (oba
z czgstotliwo$cia odcigcia w,... Te polaczenia szeregowe sa nastgpnie potaczone réwnolegle.

Taka konstrukcje przedstawiono na rysunku [3.4]

> S >

U
> H(s) —» E W
j

Rysunek 3.3: Schemat réwnolegtej aproksymacji Oustaloup

Poniewaz pasma niskie i wysokie sa aproksymowane oddzielnie, takie rownolegte pota-
czenie jest zgodne z aproksymacja calego pasma, jednak z r6znie rozmieszczonymi biegu-
nami. Do odfiltrowania niechcianych pasm z aproksymacji L(s) i H (s) zalecane sg klasyczne
filtry pierwszego rzgdu, poniewaz nie beda powodowaty powstawania nowych btedéw nu-
merycznych.

Metoda ze wzgledu na duza ztozono$¢ komponentéw niezbgdnych do jej realizacji moze

jedynie stuzy¢ do realizacji podstawowych cztonéw niecatkowitego rzgdu.
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Rysunek 3.4: Rozmieszczenie zer i biegunéw w kole jednostkowym dla s*® przy aproksy-

macji réwnoleglej Oustaloupa

3.8.2. Czasowa aproksymacja Oustaloupa

Proponowane podejscie polega na realizacji kazdego bloku transmitancji[(3.50) w postaci

systemu przestrzeni stanéw, zgodnie z zalezno$cia opisana w réwnaniu[(3.57) Asymptotycz-

nie stabilne systemy pierwszego rzg¢du zostang nastgpnie zebrane w postaci macierzowego

réwnania rézniczkowego z tréjkatna dolng macierza stanu, postaci danej przez[(3.59) Taka

posta¢ umozliwi stabilniejsza numerycznie realizacje dyskretyzacji tego uktadu. Caty proces

transformacji zostal przedstawiony ponize;j.

Przy zerowych warunkach poczatkowych mozna kazdy ze cztonéw transmitancji [(3.50)]

zapisac jako:
s+ w,’c Ik = Akl’]{? + Bkuk
S+ W Yk = Tk + ug
gdzie:
Ak = — Wk
Br = wp — wy
C= 1
D= 1

(3.57)

(3.58)

gdzie wy, jest dana|(3.51)[a wy, jest dana przez|(3.52), Uwzgledniajac réwnania wspétczynni-

kéw mozna zapisaé:

W. Bauer
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2k—1 o d
— N N N

2k—1
_ N f% log wy, % log wy,
=Wminwu Y (€ —e )

2k—1 y
= — 2Wpinwy ¥ sinh(=logw,)

Nastepnie zapisujac szeregowe zaleznoSci pomigdzy wejSciami 1 wyjSciami poszczegol-

nych uktadéw otrzymujemy uktad réwnan:

(

i1 = A1 + B1Ku
y1 =11+ Ku

Ty = Asxo + Botn
Y2 = T2 + 1

i3 = Azxs + B3y

Y3 = T3 + Y2

Ty = Arxr + Bryr—1

| Yk = Tk + Yr—1

Grupujac zaleznoSci mozemy zapisaé wzory na £y 1 yn:

(i) = Az, + BiKu

y1 =21 + Ku

Ty = Asxe + Ba(x1 + Ku)

Y2 = To + 11 + Ku

i3 = Agxs + Bs(zg + 1 + Ku)
Y3 = T3 + 2 + 11 + Ku

N-1
i’N = AN.%'N —|—BN( Z T +KU)
N k=1
YN = i+ Ku
\ k=1

Stad mozemy zapisa¢ aproksymacje¢ w postaci uktadu réwnan rézniczkowych réwno-
wazna do transmitancji [(3.50);
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A, 0 0 ... 0 KBy
BQ A2 0 O KBQ
X = B3 Bg Ag 0 X + KB3 u
(3.59)
BN BN BN AN KBN
y=1[11 ... 1 1|x+Ku
lub krécej:
x = Ax + Bu
(3.60)
y=Cx+ Du

Mozna od razu zauwazy¢, ze macierz A jest macierzg trojkatng dolna. Jest to niezwykle
wazne w przypadku tego problemu, poniewaz wszystkie jego warto$ci wilasne (bieguny
transmitancji [(3.50)] znajduja si¢ na przekatnej. Zatem nie ma potrzeby wyliczania wartosci
wiasnych tego uktadu, co prowadziltyby do blgdéw numerycznych. Dlatego metody dyskre-
tyzacji musza zachowac strukturg macierzy z uktadu Dla poréwnania stabilnoSci tej
metody z klasyczng przedstawiono wykresy [3.5a] [3.5b]i [3.5¢| Jak tatwo zauwazy¢ wszyst-

kie zera i bieguny znajduja si¢ w kole jednostkowym, co oznacza, ze uktad po dyskretyzacji
w tej metodzie pozostaje asymptotycznie stabilny w przeciwienstwie do klasycznej metody

aproksymacji Oustaloupa.

W. Bauver Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych



3.8. Aproksymacje oparte na aproksymacji Oustaloupa

45

Imaginary Part

1
O zera O zera
0.8 *  bieguny 08F *  bieguny
Koto jednostkowe Koto jednostkowe
0.6 E 0.6 1
0.4 04r:
02 & o2y
| > |
o® =0 *0 D T 0€0 o x o @
2
-0.2 e -02[
-0.4 0.4
-0.6 -0.6
-0.8 -0.8
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Part Real Part
0.1 0.5
(a) s (b) s
1
O zera
08r *®  bieguny
Koto jednostkowe
0.6 1
04
g 0.2
Pl {
S 09C O = [N}
g
£ -02F
-0.4
-0.6
-0.8
1 . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 15
Real Part
0.9
(c) s

15

Rysunek 3.5: Rozktad zer i biegunéw systeméw dyskretnych dla aproksymacji czasowego
Oustaloupa rzgdu 15
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4. Stosowane uklady niecatkowitego rzedu

Uktady czasowe bazujace na definicji pochodnej niecatkowitego rzgdu staty si¢ w ostat-
nich latach popularnym tematem badan ze wzgledu na duza elastyczno$¢ w procesie ksztat-
towania ich charakterystyki czestotliwoSciowej. Klasyczne uktady regulacji i filtracji umoz-
liwiaja tworzenie filtrow bazujacych na spadku 20dB na dekadg, jezeli chce si¢ uzyskac
wigksze nachylenie niezbedne jest tworzenie filtréw wysokich rzedéw. W uktadach niecat-
kowitego rzgdu do uzyskania tego samego efektu wystarczy jedynie zmieni¢ rzad uktadu.
Uzywanie tego typu uktadow w praktyce jest jednak utrudnione poniewaz do obliczenia
doktadnych odpowiedzi uktadéw musielibySmy dysponowaé nieskoficzong pamigcia, nato-
miast metody przyblizonego obliczania sa na og6t niestabilne numerycznie dla wysokich
rzgdoéw aproksymacji.

W rozdziale tym pokazane zostaly charakterystyki podstawowych uktadéw regulacji i

filtracji dla uktadéw niecatkowitego rzedu.

4.1. Regulator PI°D*

Regulator typu PID jest jednym z najbardziej znanych struktur regulacji. W pracy Pod-
lubny| (1998)) (str. 249) zostata przedstawiona koncepcja uogélnienia tego regulatora poprzez
dodanie do niego cztonu rézniczkujacego i catkujacego niecatkowitego rzgdu - PI*D¥. Dzia-

tanie regulator tego typu opisane jest przez nastgpujaca funkcje:
u(t) = Kpe(t) + K; §D;%e(t) + Kq (DY (t) (4.1)

gdzie:
— K, wzmocnienie cztonu proporcjonalnego,
— K; wzmocnienie cztonu catkujacego,
— K4 wzmocnienie czionu rézniczkujacego,
— e(t) uchyb sterowania,

— « rzad pochodnej cztonu catkujacego,
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— p rzad pochodnej cztonu rézniczkujacego.

Na wykresach [4.1]i[#.2] widzimy charakterystyki amplitudowo-fazowe przy réznym nie-

catkowitym rzedzie, odpowiednio dla cztonu catkujacego i r6znicujacego.
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Rysunek 4.1: Poréwnanie cztonu catkujacego dla réznych wartosci stopnia pochodnej utam-
kowej
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Rysunek 4.2: Poréwnanie cztonu rézniczkujacego dla r6znych wartosci stopnia pochodne;j
utamkowej
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4.2. Filtr niecalkowitego rzedu dolnoprzepustowy

Ogodlna postac transmitancji uktadu opisujaca filtr niecatkowitego rzgdu dolnoprzepusto-

wego jest dana r6wnaniem:
K

C) = Tt

4.2)

gdzie K jest wartoSciag wzmocnienia niskich czestotliwosci a T’ jest stata czasowa filtra.
Zauwazy¢ nalezy, ze dla tej klasy filtrow pasmo ttumienia opada zgodnie z zaleznoSci —6o
dB/oct (Tsirimokou et al., 2017, str. 17). Natomiast czgstotliwo$¢ zaporowa filtra wynosi

wo = 1/T. Zachowanie si¢ pasma zaporowego w zaleznosci od rzgdu pochodnej obrazuje

wykres [4.3]

Amplituda [dB]

i i i i
X 10° 10° 10*
Czestotliwosc [rad/s]

»
S
=
S,
=
S
=
S

Rysunek 4.3: Poréwnanie charakterystyk filtru dolnoprzepustowego dla r6znych wartosci
stopnia pochodnej utamkowe;j

4.3. Filtr niecalkowitego rzedu géornoprzepustowy
W tym przypadku ogdlna postac transmitancji dla tej klasy filtréw ma postac:

Ks©

G(S):Tso‘—i-l

4.3)
Przez analogi¢ K jest warto$cia wzmocnienia wysokich czgstotliwosci a T’ jest stala czasowa
filtra. W tym przypadku pasmo wzmocnienia roS$nie zgodnie z zaleznoScia z zaleznoSci 6«
dB/oct (Tsirtmokou et al., 2017, str. 17). Zachowanie tego filtra dla réznych wartosci rzgdu

pochodnej obrazuje wykres [4.4]
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Rysunek 4.4: Poréwnanie charakterystyk filtru gérnoprzepustowego dla r6znych wartosci
stopnia pochodnej utamkowe;j

4.4. Filtr niecalkowitego drugiego rzedu

Filtr niecatkowitego drugiego rzgdu jest opisywany za pomoca trzech parametrow:

— « - podstawowy rzad pochodnej utamkowe;j
— b - wspélczynnik thumienia
— ¢ - wyraz wolny

1 dany jest przez transmitancjg:

1

- 4.4
s20 4 hse + ¢ @4

G(s) =

Szczegbty dotyczace jego wlasnosci zostaly opisane w (Baranowski et al., 2014d.e,blf).
Zachowanie tego typu filtra dla réznych wartosci rzedu pochodnej obrazuje wykres 4.3

4.5. Filtr niecatkowitego rzedu pasmowo przepustowy

Ogdlna postac filtru niecatkowitego rzedu pasmowo przepustowy jest dana transmitancja
(Tsirimokou et al., 2017, str. 18):

TsP

G(S) - Tse+1

4.5)
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Rysunek 4.5: Poréwnanie charakterystyk filtru utamkowego drugiego rz¢du dla r6znych war-
tosci stopnia pochodnej utamkowej

Gdzie T jest stata czasowa filtra. Nalezy zauwazy¢, ze ttumienie na czgstotliwosSci zapo-
rowej gérnych czgstotliwosci wynosi 6(«v— ) dB/oct, podczas gdy dla niskich czgstotliwosci
odcigcia jest to 68 dB/oct, co umozliwia konstrukcje filtra o r6znych stopniach nachylenia
zaréwno wysokich jak i niskich czgstotliwosci. W przypadku, gdy o = 23 nachylenie pasm
zaporowych jest réwne 63 dB/oct dla wysokich czgstotliwosci i 63 dB/oct dla niskich czg-
stotliwosci. Przyktad zachowan charakterystyk bodego dla tego typu filtra obrazuje wykres
4.6l
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Rysunek 4.6: Poréwnanie charakterystyk filtru utamkowego pasmowo przepustowego dla
réznych wartosci stopnia pochodnej i 5 = 0.1
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5. Uklady wbudowane

Celem rozprawy jest opracowanie metod implementacji cztonéw dynamicznych niecat-
kowitego rzgdu na uklady wbudowane. W poprzednim rozdziale zostata zaproponowana
czasowa metoda aproksymacji Oustaloupa, ktéra zostanie wykorzystana do implementacji
cztonéw niecatkowitego rz¢du na uktadach wbudowanych. Do przetestowania poprawnosci
dziatania tej metody zostang uzyte dwa uktady wbudowane Arduino Uno oraz platforma
STM32F051R8T6 oparta na mikroprocesorze STM32.

5.1. Uklady wbudowane wybrane do testow

5.1.1. Arduino Uno

Arduino Uno to plyta oparta na mikroprocesorze ATmega328P. Posiadajaca 14 pindéw
wejsSciowych/wyjSciowych (z ktérych 6 moze by¢ uzywanych jako wyjscia PWM), 6 wejs¢
analogowych, krysztat kwarcowy 16 MHz, ztacze USB, gniazdo zasilania, nagtéwek ICSP 1
przycisk resetowania.

Omawiana platforma sprzgtowa moze by¢ zasilana przez ztacze USB lub z zewngtrz-
nego zrédta zasilania. Zrédto zasilania jest wybierane automatycznie, pomiedzy zasilaniem
z portu USB, zasilaczem pradu przemiennego (poprzez gniazdo zasilania) lub akumulatora
(poprzez piny GND i Vin zlacza Power). Uklad moze dziata¢ na zasilaniu zewng¢trznym od 6
do 20 woltéw. Jesli jednak zasilany jest napigciem mniejszym niz 7 V, pin 5 V moze dostar-
cza¢ mniej niz 5 woltéw, a uktad moze staé si¢ niestabilny. Pin uziemienia IOREF zapewnia
napigcie odniesienia, z ktérym dziala mikrokontroler. Prawidtowo skonfigurowana ostona
moze odczyta¢ napigcie podawane na IOREF i wybra¢ odpowiednie Zrédio zasilania lub
wilaczy¢ translatory napigcia na wyjsciach do pracy z napigciem 5V lub 3, 3V.

Pamie¢ na tym ukladzie zapewnia mikrokontorler ATmega328, ktéry posiada 32 KB
pamigci wewnetrznej, z czego 0,5 KB zajmuje bootloader. Dodatkowo uktad wyposazony
jest w 2 KB pamigci SRAM i 1 KB pamigci EEPROM (ktéra mozna zarzadzac przy uzyciu
biblioteki EEPROM).

Uktad obstuguje wszystkie 14 cyfrowych pindw mikrokontorlera, ktére mozna uzywac

jako wejscia lub wyjScia. Wszystkie piny dziataja przy napigciu 5V. Kazdy pin moze dostar-
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Atmega168 Pin Mapping

Arduine function — — Arduino function
reset (PCINT14/RESET) PCE ] 201 PC5 (ADCS/SCL/PCINT13) analog input 5
digital pin 0 (RX) (PCINT16/RXD) PDO): 271 PC4 (ADC4/SDA/PCINT12) analog input 4
digital pin 1 (TX) (PCINT17/TXD) PD1[]3 260 1 PC3 (ADC3/PCINT11) analog input 3
digital pin 2 (PCINT18/INTO) PD2]+ 201 PC2 (ADC2/PCINT10) analog input 2
digital pin 3 (PWM)  (PCINT19/0C2B/INT1) PD3[]s 24 PC1 (ADC1/PCINTG) analog input 1
digital pin 4 (PCINT20/XCK/TO) PD4[]s 23] PCO (ADCO/PCINTS) analog input 0
VGG vCoor 2] GND GND
GND GND e 1] AREF analog reference
crystal (PCINTB/XTAL1/TOSC1) PBE s al] AVCC VCC
crysial (PCINT?/XTAL2/TOSC2) PBT []10 191 PB5 (SCK/PCINTS) digital pin 13
digital pin 5 {PWM) (PCINT21/0C0B/T1) PD5 [ 16 ] PB4 (MISO/PCINT4) digital pin 12
digital pin 6 (PWM) (PCINT22/0CO0A/AING) PDE& ]2 170 PB3 (MOSIOC2A/PCINT3) digital pin 11(PWM)
digital pin 7 (PCINT23/AINT) PDT a3 6] PB2 (SS/0C1BPCINTZ)  digital pin 10 (FWM)
digital pin 8 (PCINTO/CLKOACPT) PBO ]2 15 PB1 (OC1APCINTA) digital pin @ (PWM)

Digtal Pins 11,12 & 13 are used by the (CSP header for MOSI
MISC, SCK connections (Atmegal58 pins 17,18 & 19). Avoid low:
impedance iaads on thess pins when using the ICSP header

Rysunek 5.1: Schemat pinéw ATmega328, zrédlo: https://www.arduino.cc/en/
Hacking/PinMappingl68

czy¢ lub odebra¢ 20mA, zabezpieczone sa przez wewnetrzny rezystor podciagajacy (domysl-
nie odlaczony) o wartosci 20 — 50k€2. Ponadto niektére piny maja specjalistyczne funkcje:

— Port szeregowy: stuzacy do odbierania (RX) i przesytania (TX) danych szeregowych
TTL. Piny te sa podtaczone do odpowiednich pinéw uktadu szeregowego USB-to-TTL
ATmega8U?2.

— Przerwania zewngtrzne: styki moga by¢ skonfigurowane do wyzwalania przerwania na

niskiej wartoSci zbocza rosnacego lub opadajacego lub zmiany wartosci na porcie.
— Generator PWM: dostarcza 8-bitowego wyjscia PWM.
— SPI: piny do obstugi komunikacji SPI.
— LED: wbudowana dioda LED, ktéra mozna sterowac.
— TWI: obstuga komunikacji TWI.

— 6 wejsS¢ analogowych z 10 bitowa rozdzielczoscia. DomySlny pomiar wartosci od war-
tosci referencyjnej IOREF do 5 woltéw, istnieje mozliwos¢ zmiany gérnego zakresu

za pomoca pinu AREF na planszy.

Arduino Uno jest zbudowany w taki sposdb, by zapewni¢ wszystkie niezbgdne peryfe-
ria do obstugi mikrokontrolera. Do jego programowania 1 ustawiania nalezy zainstalowac

dostarczane przez producenta IDE oraz potaczy¢ uktad do komputera poprzez port USB.
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Arduino Uno zostato wybrane jako sprzgtowa platforma do testow ze wzgledu na omé-
wiong konfiguracje. Uktad ten bedzie stuzyt do okreslenia mozliwosci implementaciji filtrow
niecatkowitego rz¢du na platformach sprzgtowych z ograniczonym zasobem pamigciowym
1 mocy obliczeniowej. Przetestowanie takiej konfiguracji pokaze czy istnieje mozliwos$¢ im-
plementacji uktadéw niecatkowitego rzedu w tanich urzadzeniach (na przyktad tanie uktady
§ledzenia ruchu, pulsu, itp.) lub w takich gdzie moc obliczeniowa jest ograniczona poprzez

rozmiary urzadzenia, zasilanie lub inne warunki.

5.1.2. Mikrokontorler STM32

Drugim wybranym do testow uktadem jest STM32F0-DISCOVERY. Modul pozwala
na realizacje projektow w oparciu o popularny 32-bitowy mikrokontroler rodziny STM32.
Dzigki dzigki temu uktadowi mozliwe jest wyprébowanie mozliwosci rdzenia ARM Cor-
tex MO. Dodatkowo firma ST bedaca twoérca tego uktadu zapewnia pelne wsparcie procesu

konfiguracji 1 programowania urzadzenia poprzez dostarczenie darmowego oprogramowania

STM32Cube (ST}, [20194a).

) [l

_— ‘yf o
om/stmJaZfOdiscover

[t

Rysunek 5.2: STM32F0-DISCOVERY Board

Jest to nowoczesny, tani i bardzo popularny uktad scalony charakteryzujacy si¢ rozbu-
dowanymi urzadzeniami peryferyjnymi, w tym interfejsami komunikacyjnymi (takimi jak
SPI, I2C, UART), licznikami, licznikami czasu i wieloma uniwersalnymi liniami wejScia-

wyjscia ogbélnego przeznaczenia. Licznik czasu umozliwia implementacj¢ na nim systemu
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spetniajace ograniczenia systemu czasu rzeczywistego dowolnej kategorii, zob. [5.2.3] Mak-
symalna czgstotliwo$¢ robocza to 48 MHz. Uklad ma pamig¢ flash 64 kB i pamig¢ RAM
8 kB. Uktad mozna zasilaé¢ przy pomocy portu USB lub tez zewnetrznego Zrdédla zasilania
5V/3,3V. Debuggera ST-Link/V2 znajdujacy si¢ na uktadzie umozliwia pracg uktadu jako
oddzielne urzadzenie z wyjSciem SWD. Dodatkowo na uktadzie znajduja si¢ cztery diody
LED, dwie z nich moze programowa¢ uzytkownik. Dwa przyciski jeden petniacy funkcje
resetu oraz drugi ktéry mozna oprogramowac. Na ptytce zostaly réwniez wyprowadzone

goldpiny do wszystkich portéw wejsciowych 1 wyjsciowych mikrokontrolera.

Szczegbtowe rozmieszczenie elementéw na uktadzie prezentuje rysunek [5.3]

(red/green LED) LD2 CsTuNkN2 T LD (red LED)
COM . _—— PWR
| — ' — L. 5\ power su
3V power supply ™ —{_sv @[ , - :-\,Fd___ff lmq.l?towwlpm pply
input output I ab (@ & oD
- FES
CN3 — | s : “ b | one
SWD connector | | rerimloons 5oy #/wo | - ST-LINK/DISCOVERY
| PC1S [ € 'ﬁ" : selector
| O @ ® Fe7 I
: 1 1 | Fe |
a0 |l | FES I
: ST |8 Eﬁ% 1)) e =ﬁr- T | @ |
| o (el o) B e R, ®e |
[ I b x1 1 & o2 :
| | rez @ 8 Foiz
=T R [@[ wwwosttomys ?fﬁﬁrsacwery EET T JrP2
Pas | - [ | | - e IDD measurement
TR C D g
FAZ | O 'EEl & Pald SB1 (VBAT)
el JP2 fm"
7 (055 A .18
. O LTI N ci7 bt
SN ] U2 - o= == § [ AR
Pl (| = = oo ot | Faz
ras || 8= SOUNN Riv #{ran
Fab -/;:E.f* = ®|s20 | SB3(B1-USER)
A7 TR ~ | FAS 82 reset button
STM32F051R8TE —| Fot |@ B s B2 .:;__,-af"""_
ol 4 - alrcs | — SB4 (B2-RESET)
B1 user button [ 1] = |
FE1 I% L
ez |@im USER 23 M RESETwm S'mE| g ros
(green LED) LD3 £0 @) 2 T Em go|ees
Pt () PO pce titre—— LDd (blue LED)
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Rysunek 5.3: Schemat rozmieszczenia elementéw na STM32F0-DISCOVERY Board
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5.2. Czas rzeczywisty w ukladach wbudowanych

5.2.1. Systemy czasu rzeczywistego

Systemow czasu rzeczywistego jako pojecie uformowato si¢ rownolegle z budowa du-
zych systemOw komercyjnych i rzadowych w Stanach Zjednoczonych w okresie lat 60-tych.
Martin! (1965) w Programming Real-time Computer Systems jako jeden z pierwszych omo-

wil zagadnienia:
— Algorytméw dynamicznego przydzielania zasobéw (ang. dynamic scheduling).
— Dynamicznej alokacji rdzeni procesora (ang. dynamic core allocation).
— Przydzielania priorytetéw watkéw i proceséw (ang. allocation of priorities).
— Wsp6tbieznos¢ proceséw (ang. multi-programming).

— Struktury danych i funkcjonalnosci takie jak: przerwania (ang. interrupts), ko-
lejki (ang. queues), przeciazenia (ang. overloads), wielozadaniowo$¢ (ang. multi-

processing).

— Mechanizmy komunikacji w systemie i procesie: linie komunikacyjne (ang. communi-
cation lines), pliki o swobodnym dostgpie (ang. random-access files), programy nad-

zorcze (ang. supervisory programs),

— Zdefiniowanie komunikacji z innymi komputerami (ang. communication with other
computers), kryteriow wysokiej niezawodnos$¢ (ang. high reliability), redundancji

(ang. duplexing) 1 przetaczania awaryjnego (ang. switchover fall-back).

Dodatkowo w pracy tej zostaly podjgte tematy zwigzane z tematyka inzynierii oprogramowa-
nia na systemy wbudowane - testowanie oprogramowania w sposéb automatyczny, problemy
z zarzadzaniem procesu wytwarzania oprogramowania i projektowania systemow. Wszyst-
kie problemy oméwione przez Martina sa obecne do dzisiaj w procesie tworzenia progra-
mowania dla systeméw czasu rzeczywistego. W definiowanie wiasnosci systemow czasu
rzeczywistego wkiad swdj wnidst rowniez |Dijkstral (1962/1963.), ktéry w pracy Over de
sequentialiteit van procesbeschrijvingen zaproponowal koncepcje semafora. Koncepcja ta
opierata si¢ 0 zmienng uzywanej do kontrolowania dostgpu do wspétdzielonego zasobu, aby
skutecznie poradzi¢ sobie z synchronizacja. Wraz z wprowadzeniem semaforéw i innych
struktur do kontroli proceséw w systemach czasu rzeczywistego, takich jak wzajemne wy-
kluczanie i serializacj¢, poprawnos¢ ich dziatania moze by¢ formalnie udowodniona (Wang,
2014)). Dzigki tym wtasno$ciom oraz rozwojowi elektroniki w ciggu ostatnich dwdéch dekad
systemy czasu rzeczywistego przeniosty si¢ w sfer¢ produktéw konsumenckich (przenosne

urzadzenia, automatyka domowa, automatyka samochodowa itp.), tym samym wymuszajac
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zaréwno na Srodowisku akademickim jak i komercyjnym prace nad rozwojem tych syste-

z

mow.

Wigkszo$¢ oprogramowania i systeméw z ktérych korzystamy na co dziei odpowiada
na zadania uzytkownika bez ograniczen czasowych, z tak zwanymi op6Znieniami. Dla przy-
ktadu mozna przytoczy¢ tutaj sytuacj¢ gdy program ktéry prébujemy uruchomic zostaje wy-
wotany przez system jednego dnia po kilku sekundach a nastgpnego po kilkunastu. Systemy
ktére nie maja zdefiniowanych ograniczen czasowych i wydajnosciowych nazywamy syste-
mami przeznaczenia ogélnego. Natomiast systemy, ktére musza odpowiedzie¢ na zgtoszenie
w okreslonym czasie nazywane sa systemami czasu rzeczywistego (Kopetz, 2011; Buttazzo,
2011). System czasu rzeczywistego traktuje kazde przychodzace zadanie jako zadanie, ktére
musi zosta¢ obstuzone z czasowym ograniczeniem. W przeciwienstwie do systeméw ogol-
nego przeznaczenia, systemy czasu rzeczywistego sa przeznaczone do monitorowania, in-
terakcji, sterowania lub reagowania na Srodowisko fizyczne. “Komunikacja ze Swiatem ze-
wnetrznym” odbywa si¢ poprzez czujniki, systemy komunikacyjne i inne wejscia oraz urza-
dzenia zewnetrzne. W tym kontekscie konieczne jest obstuzenie zadania w zadanym czasie.
OpdZnienia moga okazac si¢ niebezpieczne, a nawet katastrofalne. W zwiazku z tym sys-
tem czasu rzeczywistego musi posiadac nastgpujace cechy: 1. czas dostarczenia odpowiedzi
na zadanie jest rownie wazny jak poprawnos¢ tej odpowiedzi, 2. konsekwencje opdZnienia
odpowiedzi na zadanie jest rOwnie niebezpieczne, jak bledna odpowiedzi.

Inne wymagania sg uogdlnione i opisane jako wymagania niefunkcjonalne, a opisuja one
wytyczne dotyczace bezpieczenstwa i wydajnosci systemOéw czasu rzeczywistego - zostaty

one zebrane i opisane w tabeli[5.1]

Wymagania )
. . Opis
niefunkcjonalne

Bezpieczenstwo System ma reagowac na zadania w taki sposéb, by zapobiec uszkodzeniom.

Wvdainodé Dotyczy to zaréwno czasu reakcji, jak i przepustowosci niezbgdnej do
ajnos¢
Yo ochrony systemu przed uszkodzeniem lub innymi niepozadanymi skutkami.

Odpornos¢ na  Mozliwos$¢ ochrony systemu przed uszkodzeniami wynikajacymi z bledow

uszkodzenia projektowych.

Zdolno$¢ systemu do ochrony przed uszkodzeniami wynikajacymi
Odpornosé y o yPp yhikajacy
z zewnetrznych zaktocen.

.. Mozliwos¢ tatwego rozbudowywania systemu w zaleznoSci od wymogow
Skalowalnos§¢ . & y y yimog
wydajnosciowych.

Zabezpieczenia Dzialania systemu, aby zapobiec umyS§lnemu uszkodzeniu systemu.

Tablica 5.1: Wymagania niefunkcjonalne dla systeméw czasu rzeczywistego
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5.2.2. Systemy wbudowane

W naukach technicznych termin “system wbudowany” jest uzywany w odniesieniu do
systemOw elektroniczny zaprojektowany do wykonywania dedykowanych funkcji i czgsto
“wbudowany” (bedacych czgscia) wigkszych systemow.

Systemy wbudowane réznia si¢ od urzadzen obliczeniowych ogdélnego przeznaczenia

gléwnie w dwdch aspektach:

1. System wbudowany jest zaprojektowany dla okreslonej funkcji. Natomiast urzadze-
nie komputerowe ogdlnego przeznaczenia, takie jak smartfon, laptop lub komputer
stacjonarny, moga by¢ uzywane w réznych celach na przyktad jako serwery WWW,

hurtownie danych, do prowadzenia prac biurowych, czytania wiadomosci, itd.

2. System wbudowany jest zazwyczaj budowany wraz z oprogramowaniem, ktére ma
na nim dziata¢. Taki rownolegly model tworzenia sprzg¢tu i oprogramowania jest
znany jako wspoétprojektowanie sprzetu i oprogramowania (ang. hardware-software
co-design). W przeciwienstwie do tego, urzadzenie obliczeniowe ogdélnego przezna-

czenia jest zazwyczaj budowane niezaleznie od aplikacji, ktére moga na nim dziataé.

Pamiec

Mikroprocesor

Rysunek 5.4: Uproszczany schemat architektury systeméw wbudowanych

System wbudowany to potaczenie komponentéw elektronicznych i1 oprogramowania, a
czasem takze elementéw mechanicznych. Schemat [5.4] przedstawia ogdlny koncept archi-
tektury systeméw wbudowanych. Oprogramowanie wbudowane jest zazwyczaj przechowy-
wane w pamieciach nieulotnych takich jak: pamie¢ tylko do odczytu (ROM), kasowalna
pamig¢ programowalna (EPROM) i pamigci flash. Mikroprocesor wymaga réwniez pamigci
podrgcznej o dostgpie swobodnym (RAM) do obliczen w czasie wykonywania.

Po wiaczeniu systemu wbudowanego jego mikroprocesor odczytuje instrukcje oprogra-

mowania przechowywane w pamigci, wykonuje instrukcje przetwarzania informacji wej-
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Sciowych z komponentéw peryferyjnych (za pomoca czujnikéw, sygnatéw, przyciskow itp.)
1 generuje dane wyjSciowe potrzebnych innym zewngtrzny komponentom systemu.

Biorac pod uwagg, ze obecnie mozliwe jest wybranie gotowych systeméw sprzgtowych
do realizacji konkretnych zadan, wigkszo$¢ wysitku tworzenia systeméw wbudowanych do-
tyczy oprogramowania: w tym aplikacji i sterownikow urzadzen. W wielu przypadkach moz-
liwe jest zbudowanie niestandardowego uktadu scalonego, ktéry jest funkcjonalnie réwno-
wazny systemowi wbudowanemu. Rozwigzanie oparte na uktadach scalonych to rozwiazanie
sprzetowe, ktdre nie zawiera oprogramowania i mikroprocesora. Jednak oparcie rozwiazania
konkretnego problemu na systemach wbudowanych jest bardziej elastyczne i tafisze, zwlasz-
cza gdy produkt musi by¢ czgsto aktualizowany w celu uwzglednienia nowych zmian. W
odpowiedzi na nowa zmiang, dla rozwiazania sprzgtowego, nowy uktad scalony musi zostacé
zaprojektowany, skonstruowany i dostarczony. Natomiast w systemie wbudowanym czgsto
wystarczy zaprojektowaé lub uaktualni¢ nowy program jezeli warstwa sprzgtowa nieulegla
zmianie. Przez co proces ten jest duzo tanszy i moze by¢ wykonywany zdalnie lub przez

uzytkownika.

5.2.3. Rodzaje systemow czasu rzeczywistego

Ograniczenie czasowe zadania jest powigzane z wieloma czynnikami za zwyczaj z wy-
magana czgstotliwoscig pracy systemu ktéra wynika z dynamiki systemu. Ograniczenie cza-
sowe méwiac inaczej to wymagany czas wykonania konkretnego zadania po ktérym wynik
ten nie jest akceptowalny. W zaleznoSci od konsekwencji na dzialanie systemu powodowane

przez nie spetnienie tego warunku wyrézni¢ mozna dwa typy ograniczen:

— bezwzgledne - gdy odpowiedz systemu musi nastapi¢ w okreslonej chwili czasu po

zdarzeniu,
— wzgledne - gdy odpowiedZ musi nastapi¢ w okreslonym czasie po zdarzeniu.

Konsekwencje niespetnienia ograniczen pozwalaja na klasyfikacje systemow czasu rze-

czywistego jako:

1. Systemy z twardymi ograniczeniami czasowymi (ang. hard real-time) - system w kto-
rym niespetnienie ograniczenia jest traktowane jako niepowodzenie, przy czym niema
znaczenia czas przekroczenia odpowiedzi. Oznacza to, ze w tym typie systemow jezeli

system odpowiedzial poprawnie po czasie taka odpowiedzZ nie jest uznawana.

2. Systemy o mocnych ograniczeniach czasowych (ang. firm real-time) - system w ktérym
’sporadyczne” niedotrzymanie ograniczen nie doprowadzi do awarii systemu, jednak
kazda odpowiedzZ systemu po terminie nie ma wartoSci dla jego komponentéw, powo-

dujac pogorszenie jakoSci dzialania calego systemu.
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3. System o migkkich ograniczeniach czasowych (ang. soft real-time) - system w ktérym
przekroczenie czasu na odpowiedzZ jest akceptowalna jednak powoduje zmniejszenie

jakosci pracy systemu lub doprowadza do jego awarii.

W pierwszych dwoéch przypadkach, jesli mozna ustali¢ a priori, ze termin wykonanie
zadania nie zostanie dotrzymany, lepszym rozwigzanie moze by¢ nie podejmowanie tego
zadania i zastosowanie procedur bezpieczenstwa. Bardziej ztozone systemy czasu rzeczywi-
stego beda sktadaly si¢ podsystemow z kazdej z oméwionych kategorii. System w ktérym
zadania maja migkkie ograniczenia czasowe klasyfikujemy jako Soft Real Time. System jest
nazywany Hard Real Time jesli jego wszystkie kluczowe zadania maja twarde ograniczenia

Czasowe.

Soft Real Time

Systemy typu Soft Real Time charakteryzuja si¢ tym, ze obstuga zadania jest prawie za-
wsze zakonczona w znanym skoficzonym czasie, ktére odpowiada ograniczeniu czasowemu
1 pewnej tolerancji na jej nie spetnienie. Oznacza to, ze w tej klasie systemoéw dopuszczalne
jest pominigcie zadanej liczby odpowiedzi. Warto zauwazyc, ze chociaz brak odpowiedzi
systemu nie spowoduje krytycznych btedéw w jego dziataniu jednak moze ono ulec pogor-
szeniu. Przyklady tego typow systemu zostaly opisane w tabeli

System Przyklad ograniczenia czasowego Skutki nle. speh.nema
ograniczenia
Kamera Czas otwarcia migawki ustawiony jest | PrzeSwietlone lub zbyt
Cyfrowa na 0.5s ciemne zdjecie
GPS Odbieranie informacji o pozycji Zte odwzorowanie
z czestotliwoScia 1Hz trajektorii
Router Srednia warto$¢ opéznionych lub OpéZniana w transmisji
bezprzewodowy | utraconych wynosi 2/min danych

Tablica 5.2: Przykladowe systemy czasu rzeczywistego z migkkimi ograniczeniami czaso-
wymi

Firm Real Time

W tym typie systemu kazde zadanie ma okreSlone wczesniej ograniczenie czasowe, przed
ktérym wymagane jest uzyskanie odpowiedzi systemu. Jednak w przeciwienstwie do syste-
moéw z migkkimi ograniczeniami czasowymi odpowiedzi ktére nie spetniaja ograniczen cza-
sowych sg odrzucane. Innymi stowy, wyniki obliczone przez system po czasie ograniczenia

staja si¢ nieprzydatne. Tego typu systemy zostaly opisane w tabeli
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System Przyklad ograniczenia czasowego Skutki nle. speh.nenla
ograniczenia
Wideo Roéznica w dekompresji dZwigku Niezsynchronizowanie
konferencja | 1 wizji nie moze przekroczy¢ 0.1 ms. obrazu i dZwigku
Sledzenie | Algorytm §ledzenia musi wykonaé Zgubienie Sledzonego
wizyjne sie¢ w czasie 1ms od przyjScia zdjecia obiektu
Nagrywarka | Odczyt strumienia danych ma odbywac¢ | Niepoprawnie nagrany
TV si¢ z czgstotliwosciag 100Hz program

Tablica 5.3: Wymagania niefunkcjonalne dla systeméw czasu rzeczywistego

Hard Real Time

W ostatnim z typéw omawianych systemow czasu rzeczywistego to znaczy z twardymi
ograniczeniami czasowymi nie dotrzymanie jakichkolwiek ograniczen jest catkowicie nie
do przyjecia, poniewaz moze to spowodowac uszkodzenie systemu lub zaprzestanie po-
prawnego jego dziatania. Tego typu systemu czasu rzeczywistego gwarantuja zaré6wno po-
prawnos$¢ przeprowadzonych obliczen jak i czasu odpowiedzi. Méwimy w tym przypadku o
poprawnosci funkcjonalnej i czasowej.Poprawno$¢ czasowa systemu jest definiowana jako
obstuga zadania w zadanym ograniczeniu czasowym. W praktyce poprawnos$¢ czasowa jest
wazniejsza niz poprawnos¢ funkcjonalna, to znaczy zaktada sig, ze obliczenia potrzebne do
uzyskania odpowiedzi maja zadana doktadnos¢ w taki, sposéb by spetnia ograniczenia cza-
SOwe.

Poniewaz nie spetnienie twardych ograniczen czasowych niesie za soba powazne kon-
sekwencje w dziataniu systemu, zwykle w procesie tworzenia takiego systemu jest rygory-
stycznie sprawdzana poprawno$¢ systemu. W literaturze techniki sprawdzania poprawnosci
dzialania systemu czasu rzeczywistego obejmuja harmonogramowanie zadan (ang. design-
time schedulability analysis), symulacje dzialania systemu i kombinatoryczne testowanie
(ang. combinatorial performance testing). Tabela [5.4] podaje niektére przyktady twardych

systemOw czasu rzeczywistego.

. . Skutki nie spelnienia
System Przyklad ograniczenia czasowego ) .
ograniczenia

Koto, ktére si¢ blokuje, powinno przestac si¢

ABS » L Wypadek samochodowy
obraca¢ w mniej niz 1 s

Rozrusznik Dolna granica czasu oczekiwania wynosi 0,1's, | . . |
. i ) i ) Smier¢ pacjenta
serca a gérna granica czasu oczekiwania wynosi 0,2 s

Obliczenie nowego indeksu i opublikowanie

FTSE 100 Index Kryzys finansowy

co 15s

Tablica 5.4: Wymagania niefunkcjonalne dla systemow czasu rzeczywistego

W. Bauver Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych



5.3. Implementacja elementéw niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych 62

5.3. Implementacja elementéw niecatkowitego rzedu w

uktadach wbudowanych

Poniewaz rozpatrywane uklady sa uktadami cyfrowymi, przed implementacja na nich
uktadéw niecatkowitego rzgdu nalezy poddac je dyskretyzacji. We wszystkich eksperymen-
tach opisanych w tej rozprawie bedziemy korzysta¢ z metody dyskretyzacji Tustin,a opisane;j

waorami (238242

5.3.1. Algorytmy

Podstawowa forma algorytmu umozliwiajaca realizacj¢ ukladow omawianych w tej
pracy ma postac, (Bauer 1 Kawala-Janik, 2017):

Data: N —rzad aproksymacji

A, B,C, D — macierze uktadu dyskretnego

xp — stan cztonu w chwili ¢

B, A, — zmienne pomocnicze

u; — warto$¢ sygnatu wejSciowego w chwili ¢

2 — wektor pomocniczy stanu

Result: y; — odpowiedzZ uktadu w chwili ¢ ;

yr =05

fori =0to N —1do
B, = B[] * uy;
A, =0;

forj=0to N —1do
| Ar = A, + AL+ apli];

end

x[i] = Az + By;

Yy =y + Cli] * x[d];
end
rp = &

return y+ = D * u,
Algorithm 1: Ogdlny algorytm realizacji uktadu dyskretnego

Algorytm ten jest wersja najbardziej ogdlna przez co jest ztozono$¢ wynosi O(n?). Za-
leta tego rozwiazania jest to, ze jezeli jesteSmy wstanie poda¢ macierze stanu dyskretnego
systemu zadziala on niezaleznie od metody aproksymacji. Jednak ze wzgledu na ogranicze-
nia sprzgtowe i czasowe na uktadach wbudowanych warto wykorzysta¢ wlasnosci czasowe;j
aproksymacji Oustaloupa [(3.59)] Zauwazmy, ze w tej metodzie macierz stanu jest macierza

trojkatna dolna, wigc jej niezerowe wspdtczynniki mozemy zapisaé w wektorze w nastgpu-
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jacej kolejnoSci:
A = |:A1, BQ, AQ, N BN) AN , (51)

mozemy zmodyfikowa¢ algorytm [I] tak, by wykorzystat ta informacje. W takim przypadku

otrzymujemy:

Data: N —rzad aproksymac;ji

A, B, C, D — wektory uktadu dyskretnego
xp — stan filtru w chwili ¢

B,, A, — zmienne pomocnicze

u; — wartosS¢ sygnatu w chwili ¢

x — wektor pomocniczy stanu

Result: y;, — odpowiedZ uktadu w chwili ¢ ;

yr = 0;

fori =0to N —1do
B, = Bli] * uy;
Ay =05

forj=0t01+1do
‘ A, = A, + Alj +1i] * zplj);

end

zli] = A, + By;

ye =y + Cli] » z[d];
end
xp = x;

return y+ = D * u,
Algorithm 2: Algorytm realizacji uktadu dyskretnego dla macierzy tréjkatnych

Modyfikacja ta po pierwsze pozwala na zaoszczgdzenie pamigci. Dzieje si¢ tak ponie-
waz bez straty dla poprawnos$ci dzialania nie musimy pamigtaé zerowych wartoSci z komo-
rek macierzy. Dodatkowo warto zauwazy¢, ze oszczedzona pamigci roSnie wraz z rzgdem
aproksymacji N. Dla N = 2 oszczgdzamy 1 pole, co stanowi 25% catej pamigci potrzeb-
nej na zapamigtanie macierzy stanu. W przypadku N = 3 sa to juz 3 pola a wigc okoto
33%, wartosci zaoszczedzonych zasobéw beda rosty wraz ze wzrostem rzedu aproksymacji.
Drugg istotng zaletg tej modyfikacji algorytmu jest obnizenie jego ztozonosci do O(n), co

bezposrednio przektada si¢ na przy$pieszenie odpowiedzi uktadu.
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5.4. Wyniki implementacji na ukladach wbudowanych

5.4.1. Implementacja Arduino Uno

W celu przetestowania jakoSci implementacji zaproponowanego rozwiazania na ukladzie
Arduino Uno wybrano filtr drugiego rzedu [(4.4)]dla rzeczywistego sygnatu EEG oraz imple-

mentacj¢ ulamkowego regulatora PID.

Filtr drugiego rzedu dla sygnatu EEG
Testowany sygnal EEG byt zarejestrowany przy pomocy zestawu EEG - Emotiv EPOC.

Czas trwania testowanych sygnatéw wynosit okoto 700 sekund i rejestrowat aktywnos$¢ mo-
zgu pacjenta dla ruchéw lewa 1 prawa reka, zobacz (Kawala-Janik et al., 2013). Schemat
opracowanego mechanizmu filtracji za pomoca Arduino Uno prezentuje rys/5.3]

Dla poréwnania filtr ten zostal réwniez zaimplementowany w Srodowisku Matlab Simu-
link, ktory postuzylt za rozwiazanie referencyjne do okreslenia jakosci filtracji na platformie
Arduino Uno.

Do eksperymentu przyjeto nastgpujace wartosci dla parametréw filtra:

- N=T,

— w=[10"%,10],
— o =1{0.1,0.7},
—b=15,

— =224,

natomiast czas dyskretyzacji wynosit 0.01s.

Wynik filtracji opracowanego filtra dla & = 0.1 jest pokazany na rysunku 5.6, [5.7] a
wyniki uzyskane dla o = 0.7 ilustruja rysunki Sredni btad miedzy implementa-
cja Matlab Simulink i Arduino Uno dla filtrowanego sygnatu w pelnym zakresie czasu ma

warto$¢ 9, 5.

-«
Sygnat
przefiltrowanyv

Rysunek 5.5: Arduino Uno/PC connection schema.
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Biorac pod uwagg fakt, ze Arduino Uno reprezentuje liczby zmiennoprzecinkowe w po-
jedynczej precyzji, otrzymany wynik nalezy uzna¢ za bardzo dobry. Drugi przypadek, gdy
a = 0,7 daje Srednig warto$¢ btedu 12, 48. Poprawno$¢ dziatania tej metody filtracji po-
twierdzaja réwniez wyniki przeprowadzone w dziedzinie czgstotliwoSci przedstawionej na
rys.[5.7)i[5.9] Jak tatwo zauwazy¢ w obu przypadkach widmowa warto$¢ mocy sygnatéw po
filtracji jest prawie identyczna. Widoczne réznice pojawiaja si¢ jedynie blisko kornca prze-

dziatu czgstotliwosci aproksymacji, co mozna w przysziosci niwelowac jego przesunigciem.

Matlab
600 | — — — Arduino Uno

400

200

Amplitude

-200

-400

-600 & L
0 100

300 400 500 600
time [s]

200

Rysunek 5.6: Poréwnanie wynikéw filtracji na platformie Arduino Uno z Matlab Simulink
dlaa =0.1

Ulamkowy regulator PID

W tym eksperymencie jak i w poprzednim regulator zostat zaimplementowany na ukta-
dzie wbudowanym i w Matlab Simulink, ktéry rowniez w tym przypadku pelnit funkcje
Srodowiska referencyjnego. Do zaimplementowani regulatora zostaly uzyte nastgpujace war-

toSci parametrow:
- K, K;,K;=1

~ a€{03,0.7}

e {0.3,0.7}

N € {5,10}

— w € [107,10]
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60F 7 7 :

40+ : Matlab ]
: Arduino Uno

Magnitude [dB]

10° 10
Frequency [Hz]

Rysunek 5.7: Poréwnanie gestoS¢ mocy sygnatu po filtracji przez Arduino Uno 1 Matlab
Simulink dla oo = 0.1

Matlab
600 | — — — Arduino Uno

400

200

Amplitude

-200

-400

-600 & !
0 100

300 400 500 600
time [s]

200

Rysunek 5.8: Por6wnanie wynikéw filtracji na platformie Arduino Uno z Matlab Simulink
dlaa =0.7
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60F T T .

50 b

40+ : Matlab ]

Arduino Uno

Magnitude [dB]

10 10
Frequency [Hz]

Rysunek 5.9: Poréwnanie gestoS¢ mocy sygnatu po filtracji przez Arduino Uno 1 Matlab
Simulink dla o = 0.1av = 0.7

Natomiast czas dyskretyzacji to 0.01 s. Parametry wzmocnien zostatly ustawione w taki
sposéb by jak najlatwiej sprawdzié wlasciwosci numeryczne proponowanego rozwigzania.
Rzad, zakres czgstotliwosciowy aproksymacji oraz rzedy pochodnych wybrano tak by spraw-
dzi¢ zachowanie algorytmu dla wysokich rzgdéw aproksymacji oraz szerokiego zakresu czg-

stotliwosci.

Do oceny jakos$ci wynikéw postuzymy si¢ nastgpujacym wskaznikiem:
T
Error =Y |M; — A|f (5.2)
0

gdzie T oznacza dlugos¢ sygnatu, M to sygnat uzyskany z Matlab Simulink and A to sygnat
z Atmega328P.

Odpowiedz krokowa systemu w otwartej petli dla 2 sekund jest pokazana na rysunku
[5.10l W tym przypadku btad [(5.2)] wynosi 0,047 i z punktu widzenia rzeczywistych ukta-
déw sterowania na tym przedziale czasowym jest akceptowalna. Drugi eksperyment przed-
stawiony zostal na rysunku [5.T1] polegal na zbadaniu wtasnosci nadazania za sygnatem si-
nusoidalnym przez regulator w czasie 10 sekund. Wartos$¢ btgdu na calym odcinku czasu w
tym przypadku wynosit 1, 25, co réwniez zwazajac na réznice w reprezentacji liczb zmien-

noprzecinkowych jest akceptowalne.

Wyniki ostatniego eksperymentu polegajacego na Sledzeniu sygnatu referencyjnego po-
staci trwajacego 10 sekund zestawione sa w tabeli 5.5 oraz na rysunku Poréwna-
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55 T T T
P D" Simulink Matlab
sob P D* Atmega48A

45} 1

40 b

ampltude

30 b

25 b

20 1 1 1
0 0.5 1 15 2

time [s]

Rysunek 5.10: Odpowiedz skokowa regulatora PI*D* w Matlab Simulink i ATmega328P

T s
U

Rysunek 5.11: Odpowiedz regulatora PI*D* w Matlab Simulink i ATmega328P na sygnat
sinusoidalny

nie to pokazuje, ze implementacja na Arduino Uno jest stabilna numeryczne w przypadku

zmiany parametréw aproksymacji.
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0.8 b
0.6 i
0.4F b

0.2 b

-0.21 b
-0.4r b
-0.6 b
-0.81 b

Rysunek 5.12: Sygnat referencyjny

PI* DM Simulink Matlab

4 PI* D! Atmega48A

ampltude

time [s]

Rysunek 5.13: Odpowiedz regulatora PI*"D* w Matlab Simulink i ATmega328P na sygnat
referencyjny

5.4.2. Implementacja STM32

Do sprawdzenia poprawnoSci opracowanych algorytméw uzyto platforme¢ sprzgtowa
oparta na mikrokontrolerze ARM Cortex-MO - STM32, patrz rys.[5.2]
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Biad
Rzad a=03]a=03|a=07|a=07
w=03|pu=07|p=03|p=0.7
5 0.03 0.69 0.09 0.69
10 0.09 0.67 0.08 0.67

Tablica 5.5: Poréwnanie bledéw regulatora PI*D*

Gtéwny program zostatl napisany w jezyku C. Skiada si¢ z definicji globalnych tablic
wymaganych do prawidtowego dziatania algorytmu, pustej petli gtéwnej 1 wtasciwej funkcji
algorytmu, ktéra jest wykonywana w podprogramie przerwania zsynchronizowanym z prze-
pelnieniem licznika wewnetrznego. CzestotliwoS¢ przepetnienia licznika skonfigurowano
tak by odpowiadato 600 Hz. Gdy wystapi przerwa zwiazane przepelnienia zegara, probko-
wany sygnat testowy zostanie odczytany przez wejscie przetwornika analogowo-cyfrowego.
Po zakonczeniu konwersji analogowo-cyfrowej wywotywane jest drugie przerwanie. W tym
podprogramie cyfrowa reprezentacja (po konwersji) jest przekazywana jako argument funk-
cji algorytmu filtracji.

Nalezy zauwazy¢, ze algorytm w oryginalnej postaci dziata na typie danych zmienno-
przecinkowych. Mikrokontroler STM32F0 nie ma rozszerzenia w postaci sprzgtowej jed-
nostki peryferyjnej zmiennoprzecinkowej. Dlatego wszystkie obliczenia dokonane na tym
typie zmiennych absorbuja znaczne ilosci czasu i zasobéw obliczeniowych. Niewatpliwie
przyspieszenie algorytmu mozna osiagnaé za pomocg mikrokontrolera z wbudowanym FPU
(jednostka zmiennoprzecinkowa).

Prébkowanie sygnalu wejsciowego o czgstotliwosci 600 Sa / s odbywa si¢ za pomoca
wbudowanego 12-bitowego przetwornika analogowo-cyfrowego SAR. Ze wzgledu na brak
precyzyjnego Zrédta napigcia odniesienia, maksymalna liczba bitow, ktére mozna realistycz-
nie osiagnac¢ na platformie sprzgtowej, wynosi okoto 10 bitéw. Ta wartos¢ jest wystarczajaca
(kwant prébkowania ok. 3 mV), aby zilustrowac prawidlowe dziatanie algorytmu. Ustawie-

nia sprzetowe uzyte do testow algorytméw przedstawiono na rys. [5.14]

5.5. Wyniki eksperymentu

W tej sekcji zostanie przedstawiona implementacja aproksymacji Oustaloup w domenie
czasu na platformie sprzgtowej. Bez utraty ogélnosci analiza jest przeprowadzana dla filtru
utamkowego drugiego rzedu z o = 0.1, b = 0.1 1 ¢ = 0.1. Parametry b i c zostaly wybrane
w taki sposob by zmaksymalizowaé btad numeryczny. Czgstotliwo$¢ prébkowania wybrano
jako f = {15Hz,150H z,300H z}. Dla metody aproksymacji Oustaloupa pasmo czgstotli-
wosci zostato wybrane jako [107¢,10°], a rzad aproksymacji zostal wybrany w nastgpujacy

sposob N = 6, 10, 14. Sygnaty testowe wybrano jako:

W. Bauver Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych



5.5. Wyniki eksperymentu

71

Rysunek 5.14: Konfiguracja systemu pomiarowego

— Sinusoidlany (sin) (rys.[5.13)

S(t) = Asin(fnt)

251 q

Amplitude

0.5 q

L L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05
Time [s]

Rysunek 5.15: Sinusoidalny sygnat testowy

— Tréjkatny (triangle) (rys.[5.16)

2A
T(t) = 7sin_1[sin(f7rt)]
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0
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Rysunek 5.16: Tréjkatny sygnal testowy

— Prostokatny (pulse) (rys.[5.17)

Amplitude

25

=
&

0.5

P(t) — A(—l) [2(¢—0.05) f]

0.45

05

]

L]

]

L

]

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Time [s]

0.35

0.4

0.45

Rysunek 5.17: Prostokatny sygnat testowy

gdzie f = {15Hz,150H2,300Hz} i A = 3V.

Opisana aproksymacja Oustaloup w dziedzinie czasu zostala zdyskretyzowana przy uzy-

ciu metody Tustina.

0.5

Wynik przeprowadzonego filtrowania z PSD dla czestotliwosci sygnatow 15 Hz i rzedow

aproksymacji 6 i 14 pokazano na rys. [5.19)i [5.20]i rzedy przyblizenia 6 i 14 ilustruja rys.
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[5.23]1[5.24] Jak tatwo zauwazy¢ we wszystkich prezentowanych przypadkach, sygnat nie

jest znaczaco znieksztatcony.

Do oceny wynikéw zdefiniowano nastgpujacy wskaznik jakoSci:

|SIM — ST M|
L

Q(SIM, STM) = (5.3)

gdzie L jest dtugoscia sygnatu, STM jest sygnatem uzyskanym przez symulacje Matlab Si-
mulink i ST'M jest rzeczywistym sygnatem z uktadu STM. Parametry statystyczne btedow
miedzy implementacja Matlab Simulink 1 mikrokontora STM dla przefiltrowanego sygnatu
przedstawiono w tab. [5.6] Poniewaz rozwazane sygnaty obejmuja stany przejsciowe do ana-
liz wynikéw eksperymentéw uzyto analiz¢ statystyczng ktérej, wyniki obrazuja wykresy
pudetkowe. Przedstawiaja one btedy z podzialem na czestotliwos$¢ probkowania na rys[5.18]
rys.[5.21]i rys.[5.22]

Na wykresie[5.18| mozna zauwazy¢, ze maksymalna warto$¢ btedu aproksymacji dla tego

przypadku wynosi jedynie okoto 0.005 w przypadku sygnatu prostokatnego z rzgdem aprok-
symacji 15. Jednocze$nie nalezy zauwazy¢ ze warto$¢ btedéw maksymalnych, dla sygnatéw
prostokatnych, zawsze jest najwyzsza w zaleznosci od rzedu. Natomiast wartosS¢ Srednia dla
tych sygnaléw jest zawsze najnizsza. Mozna wigc sformutowaé wniosek, ze sygnatl prosto-
katny ze wzgledu na swoja charakterystyke generuje duze bledy przy zmianie zbocza, jed-
nak w pozostatych punktach pracy zaimplementowana metoda dziata bardzo dobrze. Analiza
wykresu pozwala stwierdzié, ze dla czgstotliwosci sygnatéw 15Hz zaimplementowana
metoda jest stabilna numerycznie i spetnia ograniczenia czasowe systemu czasu rzeczywi-
stego. Dodatkowo na wykresach[5.19]i[5.20]obrazujacych gestos¢ mocy sygnatéw po filtracji
w obydwdch Srodowiskach widaé, ze r6znice pomigdzy nimi sa znikome. Swiadczy to o tym,
ze opracowana metoda implementacji uktadéw niecatkowitego rzgdu na uktady wbudowane
jest poprawna

Wykresy [5.21] i [5.22] obrazuja bardzo zblizone zachowanie btedéw odpowiedzi filtra z
uktadu wbudowanego co na wykresie[5.18] Zauwazalne sa dwie réznice po pierwsze maksy-
malny bfad zmniejszyt sie¢ do wartosci okoto 0.0042 dla czestotliwosci sygnatu 150Hz oraz
do wartos$ci okoto 0.0024 dla czestotliwosci 300Hz. Wskazuje to na to, ze przeprowadzone
eksperymenty sa zgodne z teorig przetwarzania sygnaléw cyfrowych. Dodatkowo pojawity
si¢ wartosci odstajace bledow ktére mozna pomina¢ w analizie poniewaz nie wptywaja na
poprawnos$¢ otrzymanych rezultatow a ich wystgpowanie jest zwiazane z dzialaniem prze-
twornik analogowo-cyfrowego. Fakt ten potwierdzaja wykresy gestosci mocy [5.23]1 [5.24]
ktore pokazuja jednoznacznie, ze filtr na systemie wbudowanym ma te same wiasnosci co

filtr zaimplementowany w §rodowisku Matlab Simulink.
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. . Odchylenie
Hy Rzad Typ Maksymalna Srednia standardowe Btad
Aproksy. warto$¢ bledu | warto$¢ biedu IQR
btedu

Prostokatny 0.003 0.001 0.0006 0.0007
6 Sinusoidalny 0.002 0.002 0.0004 0.0006
Tréjkatny 0.002 0.001 0.0003 0.0006
Prostokatny 0.005 0.0004 0.0011 0.0014

15 Hz 10 Sinusoidalny 0.002 0.0008 0.0007 0.0011
Trojkatny 0.004 0.0008 0.0006 0.0007
Prostokatny 0.004 0.0004 0.0011 0.0019
14 Sinusoidalny 0.003 0.0008 0.0007 0.0014

Tréjkatny 0.004 0.0008 0.0007 0.0011
Prostokatny 0.004 0.0009 0.0009 0.0015
6 Sinusoidalny 0.004 0.0016 0.0008 0.0013

Tréjkatny 0.004 0.0016 0.0007 0.0011

Prostokatny 0.005 0.0003 0.0012 0.002
150 Hz 10 Sinusoidalny 0.004 0.0003 0.0009 0.0017
Tréjkatny 0.003 0.0012 0.0007 0.0012
Prostokatny 0.004 0.0004 0.0016 0.0027
14 Sinusoidalny 0.005 0.0015 0.0011 0.0024
Tréjkatny 0.003 0.0015 0.0009 0.0016
Prostokatny 0.0036 0.0009 0.0006 0.0007
6 Sinusoidalny 0.002 0.0012 0.0005 0.0006
Tréjkatny 0.0019 0.0012 0.0004 0.0006
Prostokatny 0.0024 0.0005 0.0006 0.0009
300 Hz 10 Sinusoidalny 0.0014 0.0005 0.0004 0.0006
Tréjkatny 0.0019 0.0005 0.0003 0.0006
Prostokatny 0.002 0.0003 0.0005 0.0003
14 Sinusoidalny 0.0011 0.0001 0.0001 0.0002

Tréjkatny 0.0017 0.0001 0.0001 0.0001

Tablica 5.6: Analiza statystyczna przeprowadzonych eksperymentéw
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Rysunek 5.18: Analiza bledu czgstotliwosci probkowania 15 Hz

Podsumowujac z przeprowadzonych eksperymentow jednoznacznie wynika, ze zapropo-
nowane metody aproksymacji uktadéw niecatkowitego rzgdu odwzorowuja wtasnosci dyna-
miczne przyblizanych uktadéw. Pokazano réwniez, ze zaproponowana metoda dyskretyzacji
zachowuje stabilnos$¢ systemu. Na koficu potwierdzono réwniez, ze opracowane algorytmy
implementacji dyskretnego systemu na systemie wbudowanym sa poprawne. Nalezy zazna-
czy¢, ze otrzymane wyniki sa satysfakcjonujace, poniewaz zaden z testowanych uktadéw
wbudowanych nie posiadal reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowej podwdjnej precyzji.
Mimo to réznice w odpowiedziach ze Srodowiska Matlab Simulink dysponujacym tym ty-

pem zmiennych a implementacjami na uktadach wbudowanych byty niewielki.
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Rysunek 5.22: Analiza btgdu czgstotliwosci probkowania 300 Hz
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6. Wykorzystanie utamkowych regulatorow utam-
kowych typu PID w sterowaniu rzeczywistymi

obiektami

6.1. Realizacja regulatora utamkowego PID dla systemu

nagrzewnicy powietrznej

Projektowanie systemu sterowania dla systemu nagrzewnicy powietrznej wiaze si¢ z
dwoma gtéwnymi problemami. Po pierwsze, system dynamiczny ktéry go opisuje jest nie-
stacjonarny, ze wzgledu na nagrzewanie si¢ linia przesylowej cieptego powietrza. Po dru-
gie problem optymalizacji staje si¢ problem nieskonczenie wymiarowym, przez obecno$¢
ciagtego opdZnienia czasowego w systemie dynamicznym. Dlatego projektowany uktad re-
gulacji powinien by¢ odporny na zmiany parametréw instalacji w trakcie trwania procesu

grzania.

Bode w pracy (Bodel [1945) omawia idealny ksztatt funkcji transmitancji dla petli sprze-
zenia zwrotnego, aby system byt stabilny i niewrazliwy na zmiany wzmocniei w systemie.
Proponowana funkcja transferu zostala péZniej nazwana idealna charakterystyka odcigcia

Bodego, (Astrom), [2000), i jest opisana przy pomocy zaleznosci:

L(s) = (wsg)” 6.1)

W tej pracy odpornos¢ regulatora zyskuje si¢ przez zwigkszenie ztozonosci regulatora.

Zamiast klasycznego regulatora PID uzyto regulatora utamkowego. Metodg¢ strojenia regu-
latora utamkowego rze¢du typu PID za pomoca optymalizacji wielokryterialnej, bazujacej na
warunkach stabilnosci uktadu zamknigtego zostala oméwiona przezMeng 1 Xue|(2009)). Do-
bor parametréw regulatora P/ D* bazuje na rozwazaniach opisanych przez Dziwinski et al.
(2014a) oraz Bauer et al. (2013)) dla wskaznika jakoSci typu catki z modutu uchybu regulacji.
Nalezy zaznaczyC, ze w literaturze przedstawione sa rowniez inne metody rozwigzania tego
zagadnien, jak w pracy Barbosa et al.| (2004), gdzie autor rozwaza optymalizacj¢ z ograni-

czeniami do wyliczenia odpornego systemu sterowania. Bazujac na tych pracach dla tego

80
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uktadu wybrano, a nastgpnie wykorzystano trzy kryteria jakosci: ptaskosci i marginesu fazy

oraz zapasu wzmocnienia.

6.1.1. Model nagrzewnicy powietrznej

Proces nagrzewania powietrznego mozna w uproszczeniu przedstawi¢ jako system li-
niowy z op6znieniem (LTI), ktéry jest opisany przy pomocy transmitancji postaci:
K

PO = mnms ¢ ©.2)

gdzie K=18.8, T1=7.783, 15=0.0014 and 7=0.5842. Parametry zostaly zidentyfikowane w
eksperymentach, a proces doktadnie opisany w pracy Dziwinski et al.| (2014a).

Rozwazany uktad przedstawiony jest na rysunku[6.1]i sktada si¢ z pustej rurki, czujnika
temperatury, nagrzewnicy i wentylatora wymuszajacego ruch ogrzanego powietrza. Na zdje-
ciu [6.2 znajduje si¢ uktad nagrzewnicy powietrznej, ktéra zostata uzyta w eksperymentach.

Charakterystyke czestotliwosciowa omawianego uktadu obrazuje rys. [6.3]

Rysunek 6.1: Schemat uktadu: 1 — termo rezystor, 2 — element grzewczy, 3 — wiatrak

Schemat blokowy systemu sterowania sprz¢zeniem zwrotnym pokazano na rysunku
Do rozwiazania problemu doboru optymalnych nastaw regulatora sformutowane zastaly

nastgpujace wymagania dotyczace charakterystyki czestotliwoSciowej regulatora:

1. zdefiniowany margines fazy ¢,,, i margines wzmocnienia g,,,
2. odpornos$¢ na zmiany parametrow w czasie pracy uktadu,

3. odpornos¢ na zaktécenia dla wysokich czgstotliwosci,
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Rysunek 6.2: Nagrzewnica powietrzna PT326

4. odpornos$¢ na zaktécenia wyjscia,
5. anulowanie btgdu w stanie ustalonym.

Stabilno$¢ uktadu zamknigtego zostata obliczona poprzez klasycznag analiz¢ zapasu fazy
i wzmocnienia w ukladzie otwartym sterowania. Poniewaz oczywistym jest, ze chcemy by
uktad posiadat jak najwigkszy zapas fazy i wzmocnienia przyjeto nastgpujace wskazniki
jakosci, bazujace na zatozeniach idealnej charakterystyki Bodego (Luo et al., 2014):

— Zapas wzmocnienia
|C(jw)P(jw)| |w=w,m = 12dB (6.3)

— Zapas fazy
arg (C(jw) P(jw))| sy, = 45° (6.4)

— Wsp6étczynniki plaskosci fazy z czestotliwoscia rozgraniczajaca wzmocnienia (ang.

iso-damping)
darg (C(jw)P(jw))
dw

=0 (6.5)

W=Wgm
Kryteria [(6.3)] i [(6.4)] okreslaja zapas stabilnosci przyjety do eksperymentéw. Nato-
miast warunek [(6.5)] odpowiedzialny jest za ptaskos¢ fazy z czestotliwoscia rozgranicza-
jaca wzmocnienia, ktéry okresla odpornos$¢ uktadu regulacji po zamknigciu petli sprz¢zenia

zwrotnego na zmiang wzmocnienia w czasie procesu nagrzewania (Barbosa et al., [2004).

Do przeprowadzenia optymalizacji regulatora P/ D" uzyto metody symulowanego wy-

zarzania (ang. Simulated Annealing Optimisation, (Kirkpatrick et al., [1983)). W zadanym

procesie optymalizacji minimalizowatl funkcje celu, ktéra poprzez wagi na poszczegdlnych
funkcjach opisujacych idealng charakterystyke Bodego, odzwierciedlata stopienr w jakim

chciano by wptywaly one na zachowanie kontrolera PID niecatkowitego rzgdu. Poprzez ten
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Bode Diagram
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Rysunek 6.3: OdpowiedzZ czgstotliwosciowa dla rozpatrywanego systemu
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Rysunek 6.4: Uktad sterowania z regulatorem PID utamkowego rzedu dla nagrzewnicy po-

wietrznej

proces udato si¢ uzyskac system z kontrolerem odpornym na zaktdcenia procesowe, ktérego
charakterystyka Nyquista pokazana jest na wykresie [6.14] Zmiane wartosci funkcji celu w
poszczegblnych iteracjach pokazano na rysunku[6.5]

6.1.2. Funkcja czulosci dla nagrzewnicy powietrznej

Funkcja czutosci dla nagrzewnicy powietrznej S, dang réwnaniem opisuje wptyw

zakldcen na sterowanie w uktadzie ze sprz¢zeniem zwrotnym. Mowiac bardziej precyzyjnie

opisuje ona czy zaktocenia w ukladzie zamknigtym sa wzmacniane czy ttumione. Natomiast

Margines Fazy 45.956°
Czestotliwos¢ graniczna dla fazy 1.15Hz
Margines wzmocnienia -8.052 dB

Czestotliwos$¢ graniczna dla wzmocnienia | 0.32 Hz

Wartos¢ katowa fazy w we,

-0.398°

Tablica 6.1: Uzyskane marginesy stabilnosci
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Rysunek 6.6: Charakterystyka Nyquista z zaznaczonym marginesem stabilnosci

komplementarna funkcja czutosci T, opisana réwnaniem [(6.6)] okresla w jaki sposéb btedy

pomiaru wplywaja na dziatanie sprzgzenia zwrotnego.

_ B(s) 1
S = Re) T 1T 00P0) ©.6)
T(s) = Y (s) C(s)P(s) 6.7)

R(s) 1+ C(s)P(s)

Maksymalne warto$ci oméwionych funkcji moga stuzy¢ jako miara odpornosci uktadu

sterowania, ktéra mozemy zdefiniowad jako:

Mg = sup|S(jw)| My = sup|T'(jw)| (6.8)
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Kp | 0.0035
K; | 0.1268
Kp | 0.0206
a |0.7229
u | 0.7307

Tablica 6.2: Optymalne parametry kontrolera

6.1.3. Implementacja regulatora PI“D" i wyniki eksperymentu

Do sterowania laboratoryjnym uktadem nagrzewnicy powietrza regulator P/ D* zostaly
zaimplementowany dwiema metodami: klasyczna metoda Oustaloupa ( [3.7) oraz réwnole-
gta metoda Oustaloupd(3.8.1)| . Regulatory te zostaty zaimplementowane w taki sposéb by
rzad aproksymacji byt sobie réwny 1 wynosit N = 8 oraz by wzmocnienia poszczeg6lnych
cztonéw byly wyznaczone w procesie optymalizacji. Do poréwnania zaimplementowano

réwniez regulator PID catkowitego rzedu.

Set T0=0.01

Kliknij dwukrotnie

e u J # Control Temperature

Paraller Qustaloup Not used Power
AO Al

Temperatura

Rysunek 6.7: Realizacja uktadu regulacji niecatkowitego rzgdu dla laboratoryjnego systemu
nagrzewnicy powietrza w Matlab Simulink

Optymalne ustawienia regulatora zebrano w tabeli [6.2] natomiast wskazniki odpornosci
przedstawione sa w tabeli Odpowiedz skokowa symulowanego systemu zamknigtego
jest pokazana na rysunku [6.8] Charakterystyka Bodego dla otwartej petli sterowania sys-
temu przedstawiona jest na rysunku [6.9] Mozna zauwazy¢, ze charakterystyka wzmocnienia
uktadu sterowania z idealnym regulatorem niecatkowitego rzgdu ma nachylenie 14, 5dB na
dekade w paSmie niskich czestotliwosci, podczas gdy klasyczny regulator PID 20dB na de-
kade. Szczegétowe poréwnanie PID i PI*D* przedstawiono w tabeli[6.3]

Po analizie powyzszej tabeli mozna zauwazy¢, ze regulator typu P D* osiaga lepsze
wyniki w trzech z czterech parametréw zdefiniowanych do opisu jakosSci sterowania. Jednak
nalezy zauwazyc¢ réwniez, ze réznica wartoSci we wskazniku opisujacym czutos¢ uktadu na

zaktocenia Mg jest niewielka.
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Wskaznik | PID | PI*D#
Mg 1.64 | 1.66
Moy 1.50 | 1.30

o [%] 28 11

tr [s] 0.72 | 0.68

Tablica 6.3: Poréwnanie zoptymalizowanego PID i1 zoptymalizowanego P D"
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Rysunek 6.9: Poréwnanie odpowiedzi czgstotliwosciowych

Jakos¢ zaimplementowanych regulatoréw dla laboratoryjnego systemu grzewczego zba-

dano na podstawie szeregu eksperymentéw na urzadzeniu. Pierwszy z nich sprawdzal za-

W. Bauer
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chowanie si¢ uktadu na wymuszenie w postaci skokéw wartoSci wartosci zadanej, wynik
zaprezentowano w rysunkach 1 Jak mozna zauwazy¢ implementacja przy pomocy
metody réwnolegtej Oustaloupa dla tych samych parametrow strojenia regulatora posiada
wigksza stabilno$¢ numeryczna niz metoda klasyczna. Mozna to zaobserwowaé na rysunku
[0.10] w 40 sekundzie. Wynika to z faktu grupowania biegunéw w poblizu —w;, w klasyczne;
metodzie Oustaloup, implementacja rownolegtej implementacji problem ten nie wystgpuje.

Wynik ostatniego eksperymentu przedstawiony na rysunku [6.12] obrazuje zadanie na-
dazania sterowania za sygnalem referencyjnym. Po analizie wykresu mozna stwierdzi¢, ze
implementacja rownolegla radzi sobie lepiej z tym zadaniem. To znowu dowodzi, ze jej
odporno$¢ numeryczna jest wigksza niz w przypadku metody klasycznej. Dodatkowe pu-
blikacje autora na ten temat mozna znaleZ¢ w (Kania et al., 2014; Dziwinski et al., 2015;
Dziwinski et al., [2014a.b; [Bauer, 2015)).
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Rysunek 6.10: Poréwnanie wydajno$ci kontroleréw dla statej warto§ci wymuszenia
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Rysunek 6.12: Poréwnanie dla zadania nadazania

W. Bauer

Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych



6.2. Realizacja regulatora PI*D dla ukiadu lewitacji magnetycznej 89

6.2. Realizacja regulatora PI'D dla ukladu lewitacji ma-
gnetycznej

W tej sekcji zostanie omOéwiony proces implementacji regulatora niecatkowitego rzedu
typu PI'D dla laboratoryjnego uktadu lewitacji magnetycznej. Przedstawione zostana za-
sady tworzenia tego typu regulatora. Na koncu zostanie réwniez opisany proces redukcji
rzgdu aproksymacji regulatora, a nastgpnie zredukowany regulator zostanie poréwnany z re-

gulatorem otrzymanym bezposrednio z aproksymacji.

6.2.1. Matematyczny model lewitacji magnetycznej

W sekcji tej oméwiony zostanie model uktadu lewitacji magnetycznej, sktadajacy sig¢
z elektromagnesu, kuli ferromagnetycznej, przetwornika pradu oraz uktadu pomiarowego
pozycji wykorzystujacego czujnik Swiatta i Zrédlo Swiatta.

Model matematyczny tego obiektu, opiera si¢ na podstawowej zaleznoSci z drugiej za-
sady dynamiki Newtona. Jezeli zdefiniujemy x;(¢) jako pozycje pitki rozumiang jako od-
legtos¢ migdzy pitka a elektromagnesem i x3(t) bedzie pradem cewki elektromagnesu to
Fl(x1(t), z3(t)) rozumiana jest jako sita generowana przez elektromagnes, m jest masa kuli
oraz g jest przyspieszenie grawitacyjne. Wigc sita generowana przez elektromagnes mozna

opisac nastgpujaca relacja (Pitat, 2002):

Fi(z(t),z3(t)) = —%exp (_xit)) r3(t) +g (6.9)

Parametry a i b okreSlono przez analiz¢ szeregu punktéw stanu ustalonego uktadu z za-
mknigta petla sprzezenia zwrotnego. Funkcja wyktadnicza zostala dopasowana do tych
punktéw poprzez minimalizacj¢ najmniejszych kwadratow.

Prad cewki w uktadzie zazwyczaj jest zalezny od wielu czynnikéw, takich jak zmiany
indukcyjnosci, predkosci i inne. Jednak system laboratoryjny lewitacji jest wyposazony w
dedykowany sterownik pradu co pozwala na zaniedbanie wptywu tych zaklécenr w rozpa-
trywanym modelu. Takie podejscie jest bardzo popularne (Baranowski 1 Piatek, 2008)), po-
niewaz umozliwia opracowanie modelu nizszego rzgdu oraz znacznie upraszcza model. W
sytuacji optymalnej sterownik pradu cewki powinien pozwoli¢ na peilng kontrolg pradu w
elektromagnesie, jednak w rzeczywistosci element ten posiada wtasng dynamike, ktora nale-
zato by zamodelowac. W rozwazanym systemie dynamika ta moze zosta¢ opisana za pomoca

systemu pierwszego rz¢du, podanego w nastgpujacy sposob:

)
exp ’
L kgu(t) + i — a3(1)) (6.10)

i3(t) = T.
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gdzie u(t) jest napigciem sterowania, ks jest wzmocnieniem sterowania cewki, 7 jest stata
czasowq regulatora cewki 1 ¢4 jest wartoScig pradu na cewce przy zerowym btedzie jej re-
gulatora, natomiast p jest dodatnig stata. Predkos$¢ sfery ferromagnetycznej x5 jest pierwsza
pochodng pozycji wigc mozemy zbudowaé model przestrzeni stanow. Nieliniowy system le-

witacji magnetycznej opisany przez uktad nieliniowych réwnan rézniczkowych ma postac:

i) (t)

(6.11)

gdzie :
— z1(t) - pozycja sfery,
— w5(t) - predkos¢ sfery,
— x3(t) - prad cewki,
— u(t) - napigcie sterowania,
— m - waga sfery,
— g - przySpieszenie grawitacyjne,
— ks - wzmocnienie regulatora pradu na cewce,

— Ty - stala czasowa liniowego sterownika pradu na cewce,

is - warto$¢ pradu na cewce przy zerowym biedzie regulatora,

— a, b, p - dodatnie zmienne pomocnicze.

6.2.2. Dobor parametrow regulatora

Do wyliczenia nastaw regulatora zostanie uzyte liniowe przyblizenie uktadu w punkcie
rownowagi odpowiadajacemu zadanej pozycji pracy. Zlinearyzowny system lewitacji ma-

gnetycznej w takim punkcie mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacej transmitancji:

vetir/PL,

T,s3 4 et1r/Ps2 — Tins — netir/p

G(s) = (6.12)
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Wartosé | w e
zadana

Rysunek 6.13: System lewitacji magnetycznej z regulatorem ulamkowym typuPI*D

Gdzie z,, x3,, u, sa wartoSciami stanu ustalonego wybranego punktu pracy 1 v,n maja

wartoS¢:
a — Z1r
Vo= —Q%exp( 2 >x§r (6.13)
a — Zir
n = %exp< 2 )ZB?))T (6.14)

Do sterowania omawianego uktadu zostal uzyty regulator typu PI*D, opisany przy po-

mocy zaleznoSci:
Gppp(s) = K,+ Kis™ + Kys (6.15)

Regulator ten zostat wybrany poniewaz uktad lewitacji magnetycznej jest niestabilny w spo-
sOb naturalny, dlatego tez niezbgdne bedzie uzycie cztonu rézniczkujacego. Natomiast czton
catkujacy moze by¢ utamkowego rzgdu poniewaz zaktécenia w systemie nie sa typu obcia-

zeniowego.

Do wyznaczenia dopuszczalnych wartoSci nastaw regulatora podjeto nastgpujace kroki:

1. Zostat zaprojektowany klasyczny kontroler PD, ktérego zadaniem jest ustabilizowanie

systemu.
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2. Zaleznos$ci pomigdzy wzmocnieniami regulatora dla osiagnigcia stanu asymptotycznej

stabilnosci maja postac:

n
K, < 6.16
p Fp (6.16)
— X1y
T.n
K, < e P (6.17)
ksp
— Ty
K, < T, -Kype P (6.18)

3. Na podstawie rysunku i kryterium Nyquista zostal dobrany rzad A i wartos¢
wzmocnienia K; dla integratora niecatkowitego rzedu tak, by uzyskac rozsadny za-

pas stabilnoSci.

0.8

Aproksymacja regulatora
~ — — — Regulator utamkow

Imaginary Axis

Real Axis

Rysunek 6.14: Wykres Nyquista dla rzeczywistej i aproksymowanej postaci PI*D controller

Wykres Nyquista zaprojektowanego idealnego (nieaproksymowanego) regulatora niecat-

kowitego rzedu jest przedstawiony na rysunku [6.14]linia przerywana.

6.2.3. Implementacja zaprojektowanego regulatora

Na tym etapie prac ustalono nastgpujace zasady eksperymentéw dla okreslenia jakosci
opracowanego regulatora: do implementacji integratora niecatkowitego rzgdu postuzy cza-
sowa metoda Oustaloupa, rzad aproksymacji bedzie wynosit N = 8§, zakres czgstotliwo-
Sci dla ktérych przeprowadzona zostanie aproksymacja bedzie znajdowat si¢ w przedziale
w € [107°,10%] natomiast czas dyskretyzacji wyniesie 0.001 sekundy. Na rysunku m
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mozna tatwo zauwazy¢ , ze ta metoda dyskretyzacji daje zadowalajace wyniki pod wzgle-

dem odpornosci regulatora.

A 4

Tlime Oustaloup PID-discrete “—U—u Position [m] q—L’
* o . O Velocity [m/s] i B
- Current [A]
MagLev

P

Control

MagLev - system

Magnetic Levitation Control and States

model

Rysunek 6.15: Realizacja uktadu regulacji niecatkowitego rzedu dla laboratoryjnego systemu
lewitacji magnetycznej w Matlab Simulink

Przeprowadzono eksperymenty majace na celu sprawdzenie poprawno$¢ dzialania za-
projektowanego regulatora. Czasowa aproksymacja Oustaloup zostata zaimplementowana w
Srodowisku czasu rzeczywistego przy uzyciu karty pomiarowej RT-DAC i biblioteki M A -
TLAB RT-CON. Na rysunku [6.16| mozna zaobserwowac¢ proces osiagania pozycji w zada-
nym punkcie 1073 m przy starcie z bazy urzadzenia. Jak wida¢ PI* D stabilizuje pozycje

systemu w czasie 1,5 sekundg co stanowi dobry wynik.

0.016 T T T T T

0.014 T E

0.012 : : b

0.01r

Pozycja [m]

0.008 |-

0.006 |-

0.004 : : : : :
0 0.5 1 15 2 25 3

Czas [s]

Rysunek 6.16: Rzeczywista pozycja obiektu w systemie lewitacji magnetycznej z PI*D -
rozpoczgcie z bazy

Wykres przedstawiony na rysunku obrazuje sytuacje, gdy sfera zostata gwattownie
wrzuconego pod elektromagnes. W tym przypadku regulator ustabilizowat system, ale czas

tego procesu byt dtuzszy niz w pierwszym przypadku, zobacz rysunek
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Rysunek 6.17: Rzeczywista pozycja obiektu wrzuconego pod elektromagnes
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Rysunek 6.18: Rzeczywista pozycja obiektu w czasie zakldcen

Wyniki ostatniego eksperymentéw przedstawiono na wykresie [0.18] pokazuje jak opra-
cowany regulator radzi sobie ze znacznymi zakl6ceniami, gdy system zostat zaktécony okoto
7 1 10 sekundy.

Przeprowadzone eksperymenty dowiodly, ze opracowany regulatora jest bardzo odporny
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Rysunek 6.19: Pozycja sfery dla ktérej projektowany byt regulator PI*D

na zaklécenia. Dodatkowo mozna to zaobserwowaé poprzez zmiang obiektu przedstawio-

nego na zdjeciach [6.19] [6.20]i [6.21]

6.2.4. Redukcja catkowitego rzedu aproksymacji s”

Ze wzgledu na ograniczone zasoby sprzetowe platform na ktérych istnieje mozliwos¢
zaimplementowania regulatoréw niecatkowitego rzgdu oraz przede wszystkim ze wzgledu
na bledy numeryczne ktére pojawiaja si¢ przy dyskretyzacji wyzszych rzedéw aproksymacji,
postanowiono sprawdzi¢ czy metody redukcji rzedéw uktadéw pozwola na rozwiazanie tych
problemoéw.

Aproksymacja uktadéw niecatkowitego rzgdu jest zdefiniowana dla okreslonego zakresu
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Rysunek 6.20: Pozycja sfery dla ktérej nie byt projektowany regulator PI*D

czestotliwosci [Winin, Wmaz] 1 1Z¢du aproksymacji N. Cecha pozadana jest to by zakres czg-
stotliwosci byt jak najszerszy, poniewaz aproksymacja zachowuje si¢ najlepiej we wnetrzu
interwatu. Dodatkowo chcemy by rzad byt jak najwyzszy gdyz gwarantuje to lepsze przy-
blizenie projektowanego cztonu. W praktyce wartoS¢ wy,in, Wmaz 1 N jest okreslana metoda

eksperymentalna, co czasami moze by¢ nieefektywne. Istnieje rowniez mozliwos¢ oszaco-

wania parametréw zaprezentowana przez [Merrikh-Bayat (2012).

Zadanie redukcji modelu liniowego mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposéb, dla sta-
bilnego modelu rzgdu N zredukowany model rzgdu k jest okreSlony przez réwnanie |(6.19)|
gdzie k < N, dla normy btedu redukcji danej jako ||y(t) — v,.(¢)|| osiaga minimum.

Zp(t) = Ar . (t) + B, u(t)

(6.19)
yr(t) = Cr x(t), + D, u(t)
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Rysunek 6.21: Nakretki lewitujace w systemie z regulatorem PI*D

Istnieje kilka technik kompleksowej redukcji modelu. Wsréd nich duza popularnosé uzy-
skata metoda BTA wprowadzona w pracach 1981). Metoda ta opiera si¢ na kon-
cepcji realizacji modelu zréwnowazonego, ktéry tatwo mozna okresli¢ dominujacej czgsci
modelu i redukcji poprzez Cigcie"'macierzy opisujacej dynamike modelu w przestrzeni stanu.

Aby zréwnowazy¢ model, konieczne jest znalezienie takiej macierzy transformacji 7,
ze Macierze Grama modelu zréwnowazonego sa identycznymi macierzami diagonalnymi,
z malejacymi warto$ciami osobliwymi Hankela (o;) na gléwnej diagonali (Antoulas, 2005}

Moore, [1981).

TPTT = (TT) ' QT~" = diag(o;) (6.20)

gdzie: P and () sa macierzami Grama sterowalnymi i obserwowalnymi dla zredukowanego

modelu i mozna je wyznaczy¢ przy pomocy réwnan Lyapunova:

AP + PAT + BBT =0

(6.21)
ATQ+QA+CTC =0
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W modelu redukcji zréwnowazonej mozna tatwo okresli¢ czg¢$ci dominujace (rzgdu k) i stabe
(rzgdu N — k) w nastgpujacy sposéb :

@(t) = TAT ' 2(t) + TBu(t)
All A12 Bl
= |z®)+ | |u) (6.22)
A21 A22 BZ
y(t) = CT ' x(t) + Du(t) = [C1Co] x(t) + Dul(t)

Zredukowany model uzyskuje si¢ przez wyeliminowanie “stabych” podsysteméw z modelu

zrbwnowazonego za pomocyg zaleznosci:
Ar = All Br - Bl CT - él Dr = D (623)

Zbilansowana metoda skracania umozliwia roéwniez “a priori” zdefiniowanie normy btedu
aproksymacji. Norma H, roznicy miedzy modelem pelnego rzedu a modelem o zreduko-
wanym rzgdzie jest ograniczona dwu krotnoscia sumy pominigtych pojedynczych wartosci
wlasnych Hankela Antoulas| (zob.|20035) i ta formuta matematyczna moze by¢ przydatna aby

okresli¢ rzad zredukowanego modelu.

N
IG(jw) = Gr(jw)llre <2 > 03 (6.24)

i=k+1

Transformacja macierzy Grama nie jest operacja jednoznaczna, dlatego tez istnieje wiele
algorytméw wyznaczenia macierzy transformacji 7 i jej odwrotnosci 77!, jak uzyty w tej
pracy algorytm BFSR (Antoulas, 2005; |Vargal 1991} Rydel et al., 2016a)).

Przyprowadzono poréwnanie aproksymacji czasowej Oustaloup rzedu N = 8 i zredu-
kowanych aproksymacji tego samego typu z rzgdu N = 100 do £ = 8 dla zakresu czgsto-
tliwosci w € [107% 10°]. Otrzymane wyniki w dziedzinie czestotliwosci sa przedstawione
na wykresie Jak widaé, charakterystyki otrzymanych wynikéw sa podobne i do$¢ do-
brze przyblizaja integrator niecatkowitego rzedu. Jednak lepsza aproksymacje przy niskich
czgstotliwosciach otrzymuje si¢ dla modelu uzyskanego w wyniku redukcji metody czaso-
wej Oustalupa wyzszego rzedu. Wynika to z faktu, ze dominujaca cze¢S¢ zrOwnowazonego
modelu jest zwiazana z najwigkszymi wartoSciami wlasnymi odpowiedzi czgstotliwoscio-
wej modelu. Podobny efekt mozna uzyska¢ zmieniajac zakres czestotliwosci aproksymacji
Oustaloup na w € [107°, 1], ale uzyskany model daje znacznie wigkszy btad aproksymacji

dla czgstotliwosci powyzej gérnego limitu.
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Rysunek 6.22: Poréwnanie charakterystyk czestotliwoSciowych i bledéw aproksymacji dla
aproksymacji cztonu catkujacego niecatkowitego rzgdu

6.2.5. Eksperymenty na systemie laboratoryjnym

Eksperymenty dotyczace okreslenia jakoSci sterowania regulatora typu PI*D z integra-
torem niecatkowitego rzedu po redukcji zostaty przeprowadzone dla tych samych wartosci
parametréw co w poprzedniej sekcji. R6znica polega jedynie na tym, ze czton catkujacy zo-
stal zaimplementowany na podstawie modelu zredukowanego z rzedu N = 100 do k = 8.

Zostal on poréwnany z regulatorem zaimplementowanym we wczesniejszej sekcji rozprawy.
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Rysunek 6.23: Pozycja sfery dla ktérej projektowany byl regulator PI*D A) Czasowy Ousta-

loup B) BTA
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Rysunek 6.24: Pozycja sfery dla ktérej projektowany byt regulator PI'D A) Czasowy Ousta-

loup B) BTA

Wykres obrazuje zadanie pozycjonowania sfery na pozycji 9~3m. Mozna zauwa-

zy¢, ze regulatory PI*D radza sobie z zadaniem ustabilizowania sfery na pozycji w podob-

nym czasie. Jednak po analizie sygnatéw sterowania oraz btedu pozycji w punkcie docelo-

W. Bauver Implementacja uktadow niecatkowitego rzedu w uktadach wbudowanych



6.2. Realizacja regulatora PI*D dla ukiadu lewitacji magnetycznej

101

Btad pozycji

Nominalna Sfera

Nienominalna sfera

OT[81076,1061

4.4739

4.2562

BT A®

[10-6,106]

4.3656

4.8083

Tablica 6.4: Poréwnanie biedu pozycji dla réznych metod realizacji cztonu catkujacego

Moc sygnatu sterujacego

Nominalna Sfera

Nienominalna sfera

OTﬁo%,mG}

0.0840

0.0513

BT A®

[10—6,106]

0.0677

0.0605

Tablica 6.5: Poréwnanie mocy sygnatu sterujacego dla r6znych metod realizacji cztonu cat-

kujacego

wym regulator z zredukowanym czionem catkujacym niecatkowitego rzgdu metoda BTA ma

mniejszy sumaryczny btad pozycji oraz mniejszy koszt sterowania tabela [6.4]i tabela [6.5]

Eksperyment jeszcze raz potwierdzit ze zmiana obiektu nie wptywa znaczaco na jako$¢

regulacji, co oznacza, ze regulator posiada dobra odpornos¢ na zaktécenia, wykres [6.24]

Jednak po analizie wykreséw i tabel [6.4]i [0.5]mozna zauwazy¢, ze zmiana obiektu lewitu-

jacego wplywa bardziej na regulator opracowany z uzyciem metody redukcji BTA.

Temat ten zostat rOwniez oméwiony przez autora w nastgpujacych publikacjach: Bauer
(2016b)); Bauer 1 Rydel (2016); Bauer et al.| (2014, [2015b).
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7. Podsumowanie

Rozprawa doktorska stanowi efekt pracy badawczej autora nad implementacja cztonoéw
dynamicznych niecatkowitego rz¢du na uktadach wbudowanych. Na podstawie przeprowa-
dzonych badani udowodniono tez¢ postawiona na poczatku rozprawy. Jako jeden z pierw-
szych wnioskéw ktéry mozna sformutowac to to ze ze wzgledu na wilasnosci dynamiczne,
pozwalajace na elastyczniejsze formowanie charakterystyk czestotliwosciowych, niz ma to
miejsce w systemach klasycznych uktady z cztonami niecatkowitymi beda obiektem dal-
szych badan w celu wykorzystania ich w zastosowaniach praktycznych. Opracowane przez
autora metody 1 przeprowadzone eksperymenty dowodza, ze mozliwe jest stworzeni sta-
bilnych numerycznie i odpornych na zaklécenia metod realizacji dynamicznych uktadéw
niecatkowitego rzgdu na uktady wbudowane. Jak pokazano systemy te nadaja si¢ zaréwno
jako kontrolery jak i filtry. Nalezy zaznaczy¢ jednak, ze przedstawione metody ze wzgledu
na swoja strukture sa trudne w implementacji przy bardziej ztozonych strukturach cztonéw
wykonawczych.

Niektore rezultaty dotyczace bezposrednio tematyki rozprawy jak i tematéw pobocznych
byly przedstawiane przez autora na konferencjach naukowych badz tez publikowane w cza-
sopismach naukowych, zobacz: Bauer (2016b); Bauer 1 Rydel (2016); [Kania et al.| (2014);
Bauer 1 Kawala-Janik! (2017); Dziwinski et al.| (2015); Baranowski et al.| (2015b)); |[Zagorow-
ska et al.| (2015); [Baranowski et al.| (2016e); [Zagorowska et al.| (2014bl 2015); [Bauer et al.
(2015a); |[Baranowski et al. (20141lb); [Zagorowska et al.| (2014c); Dziwinski et al.| (2014a);
Piatek et al.| (2014b); Kawala-J.ik et al.| (2014); Baranowski et al.| (2014g}, |2016b)); Bauer
et al.| (2013); Zagorowska et al.| (2014d); Piatek et al. (2014a); Dziwinski et al.| (2014b); Ba-
ranowski et al.| (2014c); Bauer et al.| (2014)); Zagérowska et al. (2014a); |Baranowski et al.
(2016c¢, |2015¢); Bauer| (2015)); Zagorowska et al. (2015); Baranowski et al.| (2015a} [2016dla,
2014a)); Bauer (2016aJ).

Wedlug autora jako najwazniejsze oryginalne osiagnigcia w pracy nalezy zaliczy¢:
1. Opracowanie dwoch metod aproksymacji elementu s* opartej na metodzie Oustalo-

upa:

1.1. Rownolegtej metody Oustaloupa, str. 41,

1.2. Czasowej metody Oustaloupa - wspdlnie z mgr inz. Marta Zagérowska 1 dr.
hab.inz. Jerzy Baranowskim, str.
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2. Podanie stabilnych numerycznie metod dyskretyzacji dla opracowanych metody dys-
kretyzacji - str.

3. Implementacja w Matlabie metod do symulacji i wyliczania postaci aproksymacji te-
stowanych uktadéw ciagtych i dyskretnych.

4. Implementacja i przeprowadzenie testow odpornosci numerycznej cztonéw dynamicz-

nych niecatkowitego rzgdu na Arduino Uno str. [64].

5. Implementacja i przeprowadzenie testéw odpornosci numerycznej cztonéw dynamicz-

nych niecatkowitego rzgdu na mikroprocesorze STM32, str. [69]

6. Opracowanie i implementacja regulatora utamkowego PID dla laboratoryjnego sys-

temu nagrzewnicy powietrznej z opdZnieniem w tym:

6.1. przeprowadzenie procesu strojenia regulatora przy uzyciu metody symulowa-

nego wyzarzania, str.[83]

6.2. implementacja regulatora z uzyciem aproksymacji réwnolegtej Oustaloupa i kla-
sycznej metody Oustaloupa, str.

6.3. poréwnanie otrzymanych wynikoéw regulacji w eksperymentach na rzeczywi-

stym obiekcie laboratoryjnym, str.

7. Opracowanie i implementacja regulatora utamkowego typu PI* D dla laboratoryjnego

systemu lewitacji magnetycznej w tym:

7.1. opracowanie i opisanie procesu strojenia regulatora przy uzyciu linearyzacji w
punkcie pracy, str.

7.2. implementacja regulatora z uzyciem czasowej aproksymacji Oustaloupa, str.[92]

7.3. testy zaimplementowanego rozwiazania na rzeczywistym obiekcie laboratoryj-
nym, str.[93]

7.4. poréwnanie we wspoélpracy z dr inz. Markiem Rydlem implementacji czasowe;j
aproksymacji Oustaloupa w dwdéch wariantach: niskiego rzgdu oraz zredukowa-
nej z wysokiego rzgdu aproksymacji. Wyniki potwierdzono na laboratoryjnym

systemie lewitacji magnetycznej, str.[93]

Przygotowana rozprawa na pewno nie wyczerpuje tematéw zwiazanych z implementacja
elementow niecatkowitego rzgdu na uktadach wbudowanych. Przede wszystkim ze wzgledu
na wybrang tematyke pracy nie podjeto rozwazan dotyczacych oceny jakosci zachowania
si¢ dynamiki tej klasy uktadéw. Ze wzgledu na to autor widzi kilka otwartych probleméw
badawczych dotyczacych uktadéw dynamicznych niecatkowitego rzedu. Pierwszym z nich

jest opracowanie metod okreslani stabilnosci uktadéw czasowych z cztonami niecatkowitego
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rzgdu po zamknigciu sprz¢zenia zwrotnego (metoda analogiczna do Kryterium Nyquista),
umozliwito by to okreSlanie zapaséw wzmocnien i fazy dla opracowywanych rozwiazan.
Rozwdj takich metod umozliwitby ustalenie regut strojenia regulatoréw opartych o uktady
niecatkowitego rzgdu w szczegd6lnosci doboru zbioru ograniczen.

W dalszym ciagu otwartym tematem badawczym jest rOwniez opracowanie metod aprok-
symacji dla ztozonych uktadéw niecatkowitego rzedu oraz metod implementacji czionéw
niecatkowitego rzgdu o mniejszej ztozonosci obliczeniowej. Dodatkowo nalez stworzy¢ na-
rzedzia do szybkiego prototypownia ukltadéw niecatkowitego rzedu na platformy symula-

cyjne jak i sprzgtowe.
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OSWIADCZENIE AUTORA PRACY

OSWIADCZAM, SWIADOMY ODPOWIEDZIALNOSCI KARNEJ ZA PO-
SWIADCZENIE NIEPRAWDY, ZE NINIEJSZA ROZPRAWE DOKTORSKA
WYKONALEM OSOBISCIE 1 SAMODZIELNIE, I NIE KORZYSTALEM ZE
ZRODEL INNYCH NIZ WYMIENIONE W PRACY.

PODPIS
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