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1 Wstęp

W dzisiejszych czasach szeroko zakrojonym problemem jest realizacja systemów niecałkowitego

rzędu na platformy cyfrowe w szczególności pracujących w czasie rzeczywistym. Teoria tego typu

układów jest dobrze ugruntowana, jednak wiele problemów związanych z implementacją na plat-

formy sprzętowe jest nadal otwartych. Stworzenie stabilnej i odpornej numerycznie implementacji

systemów niecałkowitego rzędu w postaci ich aproksymacji jest jedną z oczywistych potrzeb. Obec-

nie również zauważalny jest wzrost zainteresowaniem zastosowania układów niecałkowitego rzędu w

rozwiązaniach problemów z zakresu modelowania procesów cieplnych, super dyfuzji, modelowaniu

układów elektrycznych i tworzenia filtrów.

W pracy tej poruszana jest tematyka opracowania własnych metod aproksymacji układów nie-

całkowitego rzędu bazujących na metodzie Oustaloupa i ich implementacji w układach cyfrowych.

Praca ma również podjąć próbę usystematyzowania wiedzy w zakresie implementacji układów ułam-

kowych w układach czasu rzeczywistego.

W skutek przeprowadzonych badan i analizy problemu w pracy można postawić następującą tezę:

”Możliwe jest zdefiniowanie postaci aproksymacji układów niecałkowitego rzędu którą po
dyskretyzacji będzie można zaimplementować w układach wbudowanych w szczególności pra-
cujących w czasie rzeczywistym.”

Teza ta została potwierdzona przez autora rozprawy poprzez opracowanie dwóch nowych aprok-

symacji bazujących na aproksymacji Oustaloupa. Dokonanie implementacji regulatorów i filtrów na

platformy wbudowane Arduino Uno oraz STM32F0-DISCOVERY oraz poprzez syntezę układów

regulacji dla laboratoryjnych systemów nagrzewnicy powietrza i lewitacji magnetycznej.

Rozprawa została podzielona na siedem rozdziałów zasadniczych w których przedstawiono pod-

stawy teoretyczne dotyczące rachunku różniczkowego niecałkowitego rzędu. Opisano w niej również

znane sposoby implementacji tej klasy układów wraz z metodami opracowanymi przez autora roz-

prawy - czasowa metoda Oustaloupa oraz równoległa metoda Oustaloupa. Przedstawiono rodzaje sto-

sowanych obecnie układów niecałkowitego rzędu. Zaprezentowano teorię dotyczącą układów wbudo-

wanych w szczególności bazujących na systemach czasu rzeczywistego. Opis metody implementacji

opracowanych aproksymacji na układy wbudowane i sprawdzenie ich poprawności na platformach

sprzętowych Arduino Uno oraz STM32F0-DISCOVERY. W następnym rozdziale rozprawy opisano

eksperymenty weryfikujące poprawność zaproponowanych implementacji metod aproksymacji ukła-

dów niecałkowitego rzędu poprzez ich realizację na laboratoryjnych układach nagrzewnicy powietrza

i lewitacji magnetycznej. Ostatni rozdział zasadniczy zawiera podsumowanie osiągniętych rezultatów

oraz opis dalszych możliwych kierunków rozwoju. W tym opracowaniu szczegółowo zostaną opra-

cowane przez autora rozwiązania aproksymacji systemów niecałkowitego rzędu oraz eksperymenty

weryfikacyjne na systemach nagrzewnicy powietrznej i lewitacji magnetycznej.

2 Opracowane metody aproksymacji

2.1 Aproksymacja Oustaloupa

Jedną z najczęściej wykorzystywanych metod do realizacji układów niecałkowitego rzędu jest metoda

Oustaloupa (Oustaloup et al., 2000). Aproksymacja ta przybliża transmitancję G(s) = sα za pomocą
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formuły:

Gt(s) = K
N∏
i=1

s+ ω′i
s+ ωi

(1)

gdzie:

ω′i = ωbω
(2i−1−α)/N
u (2)

ωi = ωbω
(2i−1+α)/N
u (3)

K = ωαh (4)

ωu =

√
ωh

ωb
(5)

Aproksymacja działa dla częstotliwości z przedziału ω ∈ [ωb, ωh] i N jest rzędem aproksymacji.

Aproksymacja ta realizuje przybliżenie systemu sα poprzez serię asymptotycznie stabilnych lino-

wych systemów pierwszego rzędu. Jak można zaobserwować wybór szerokiego pasmo częstotliwości

skutkuje dużymi wartościami ωu i wysokimi rzędami N , co skutkuje odstępami między biegunami w

zakresie od bliskich−ωh do bardzo bliskich−ωb. Odstępy te nie są liniowe (istnieje grupa w pobliżu

−ωb), co w rezultacie powoduje problemy z zachowaniem asymptotycznej stabilności układów w pro-

cesie dyskretyzacji na układach cyfrowych. Dzieje się tak ponieważ wszystkie liczby zmiennoprze-

cinkowe pojedynczej lub podwójnej precyzji używane w dzisiejszych systemach informatycznych

określone w normie IEEE754 (zobacz IEEE (1985)) posiadają ograniczenia związane z reprezentacją

liczb, kolejnością wykonywania działań, błędami zaokrągleń, przepełnień i niedomiarów. Przypadek

niestabilności numerycznej tej aproksymacji w procesie dyskretyzacji obrazują wykresy 1a, 1b i 1c.

2.2 Aproksymacje oparte na aproksymacji Oustaloupa

Równoległa aproksymacja Oustaloupa

Równoległa aproksymacja Oustaloupa jest modyfikacją podstawowej Metody Ostaloupa opisywanej

równaniem (1), pozwalającą na rozmieszczenie biegunów aproksymacji w taki sposób, by po dyskre-

tyzacji układ pozostawał asymptotycznie stabilny.

Metoda ta opiera się na koncepcji by zamiast aproksymacji wyższego rzędu (dlaN > 5) w całym

przedziale [ωb, ωh] utworzyć ją przy pomocy sumy dwóch aproksymacji dla niższych częstotliwości

( L(s)) i wyższych częstotliwości (H(s)), obie rzędu n = bN/2c.

L(jω) ≈ jωα, ω ∈ [ωb, ωc] (6)

H(jω) ≈ jωα, ω ∈ [ωc, ωh] (7)

Punkt dzielący zbiór [ωb, ωh] znajduje się w jego centrum ωc. Obie te aproksymacje powinny być

połączone szeregowo z filtrami dolnoprzepustowymi i górnoprzepustowymi (oba z częstotliwością

odcięcia ωc. Te połączenia szeregowe są następnie połączone równolegle. Taką konstrukcję przedsta-

wiono na rysunku 2.
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Rysunek 1: Rozkład zer i biegunów systemów dyskretnych dla aproksymacji czasowego Oustaloupa
rzędu 15

Ponieważ pasma niskie i wysokie są aproksymowane oddzielnie, takie równoległe połączenie jest

zgodne z aproksymacją całego pasma, jednak z różnie rozmieszczonymi biegunami. Do odfiltrowania

niechcianych pasm z aproksymacji L(s) i H(s) zalecane są klasyczne filtry pierwszego rzędu, po-

nieważ nie będą powodowały powstawania nowych błędów numerycznych. Przykład rozmieszczenia

Rysunek 2: Schemat równoległej aproksymacji Oustaloup
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biegunów z tej metody prezentuje rysunek 3.
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Rysunek 3: Rozmieszczenie zer i biegunów w kole jednostkowym dla s0.5 przy aproksymacji równo-
ległej Oustaloupa

Czasowa aproksymacja Oustaloupa

Proponowane podejście polega na realizacji każdego bloku transmitancji (1) w postaci systemu prze-

strzeni stanów, zgodnie z zależnością opisaną w równaniu (8). Asymptotycznie stabilne systemy

pierwszego rzędu zostaną następnie zebrane w postaci macierzowego równania różniczkowego z trój-

kątną dolną macierzą stanu, postaci danej przez (10). Taka postać umożliwi stabilniejszą numerycznie

realizację dyskretyzacji tego układu.

Przy zerowych warunkach początkowych można każdy ze członów transmitancji (1) zapisać jako:

s+ ω′k
s+ ωk

⇒

ẋk = Akxk +Bkuk

yk = xk + uk
(8)

gdzie:

Ak = −ωk
Bk = ω′k − ωk
C = 1

D = 1

(9)

gdzie ω′k jest dana (2) a ωk jest dana przez (3). Ostatecznie możemy zapisać aproksymację w postaci

układu równań różniczkowych równoważną do transmitancji (1):
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ẋ =



A1 0 0 . . . 0

B2 A2 0 . . . 0

B3 B3 A3 . . . 0
...

...
...

...
...

BN BN . . . BN AN


x+



KB1

KB2

KB3

...

KBN


u

y =
[
1 1 . . . 1 1

]
x+Ku

(10)

lub krócej:

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du
(11)

Jak widać macierz A jest macierzą trójkątną dolną. Jest to niezwykle ważne w przypadku tego pro-

blemu, ponieważ wszystkie jego wartości własne (bieguny transmitancji (1) znajdują się na przekąt-

nej. Zatem nie ma potrzeby wyliczania wartości własnych tego układu, co prowadziłyby do błędów

numerycznych. Dlatego metody dyskretyzacji muszą zachować strukturę macierzy z układu (10). Dla

porównania stabilności tej metody z klasyczną przedstawiono wykresy 4a, 4b i 4c.
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Rysunek 4: Rozkład zer i biegunów systemów dyskretnych dla aproksymacji czasowego Oustaloupa
rzędu 15
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3 Przykłady implementacji

3.1 Realizacja regulatora ułamkowego PID dla systemu nagrzewnicy powietrznej

Projektowanie systemu sterowania dla systemu nagrzewnicy powietrznej wiąże się z następującym

problemem, system dynamiczny który go opisuje jest niestacjonarny, ze względu na nagrzewanie się

linii przesyłowej ciepłego powietrza. Dlatego projektowany układ regulacji powinien być odporny na

zmiany parametrów instalacji w trakcie trwania procesu grzania.

Model nagrzewnicy powietrznej

Proces nagrzewania powietrznego można w uproszczeniu przedstawić jako system liniowy z opóź-

nieniem (LTI), który jest opisany przy pomocy transmitancji postaci:

P (s) =
K

(T1s+ 1)(T2s+ 1)
e−sτ , (12)

gdzie K=18.8, T1=7.783, T2=0.0014 and τ=0.5842. Parametry zostały zidentyfikowane w ekspery-

mentach, a proces dokładnie opisany w pracy Dziwiński et al. (2014a). Na zdjęciu 5 znajduje się

układ nagrzewnicy powietrznej, który został użyta w eksperymentach.

Rysunek 5: Nagrzewnica powietrzna PT326

Implementacja regulatora PIαDµ i wyniki eksperymentu

Do sterowania laboratoryjnym układem nagrzewnicy powietrza regulator PIαDµ został zaimple-

mentowany dwiema metodami: klasyczną metodą Oustaloupa ( 2.1) oraz równoległą metoda Ousta-

loupa(2.2) . Regulatory te zostały zaimplementowane w taki sposób by rząd aproksymacji był sobie

równy i wynosił N = 8.

Jakość zaimplementowanych regulatorów dla laboratoryjnego systemu grzewczego zbadano na

podstawie szeregu eksperymentów na urządzeniu. Pierwszy z nich sprawdzał zachowanie się układu

na wymuszenie w postaci skoków wartości wartości zadanej, wynik zaprezentowano na rysunkach 6

i 7. Jak można zauważyć implementacja przy pomocy metody równoległej Oustaloupa dla tych sa-

mych parametrów strojenia regulatora posiada większą stabilność numeryczną niż metoda klasyczna.

Można to zaobserwować na rysunku 6 w 40 sekundzie. Wynika to z faktu grupowania biegunów w

pobliżu −ωb w klasycznej metodzie Oustaloup, w implementacji równoległej problem ten nie wystę-

puje.
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Wynik ostatniego eksperymentu przedstawiono na rysunku 8 obrazuje zadanie nadążania sterowa-

nia za sygnałem referencyjnym. Po analizie wykresu można stwierdzić, że implementacja równoległa

radzi sobie lepiej z tym zadaniem. To znowu dowodzi, że jej odporność numeryczna jest większa niż

w przypadku metody klasycznej. Dodatkowe publikacje autora na ten temat można znaleźć w (Kania

et al., 2014; Dziwiński et al., 2015; Dziwiński et al., 2014a,b; Bauer, 2015).
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Rysunek 6: Porównanie wydajności kontrolerów dla stałej wartości wymuszenia
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Rysunek 7: Porównanie na szereg odpowiedzi skokowych
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Rysunek 8: Porównanie dla zadania nadążania

3.2 Realizacja regulatora PIλD dla układu lewitacji magnetycznej

Matematyczny model lewitacji magnetycznej

Model matematyczny tego obiektu, opiera się na podstawowej zależności z drugiej zasady dynamiki

Newtona. Jeżeli zdefiniujemy x1(t) jako pozycję piłki rozumianą jako odległość między piłką a elek-

tromagnesem i x3(t) będzie prądem cewki elektromagnesu to Fl(x1(t), x3(t)) rozumiana jest jako

siła generowana przez elektromagnes, m jest masą kuli oraz g jest przyspieszenie grawitacyjne. Prąd

cewki w układzie zazwyczaj jest zależny od wielu czynników, takich jak zmiany indukcyjności, pręd-

kości i inne. Jednak system laboratoryjny lewitacji jest wyposażony w dedykowany sterownik prądu

co pozwala na zaniedbanie wpływu tych zakłóceń w rozpatrywanym modelu. W rozważanym syste-

mie u(t) jest napięciem sterowania, ks jest wzmocnieniem sterowania cewki, Ts jest stałą czasową

regulatora cewki i is jest wartością prądu na cewce przy zerowym błędzie jej regulatora. Prędkość

sfery ferromagnetycznej x2 jest pierwszą pochodną pozycji więc możemy zbudować model prze-

strzeni stanów. Nieliniowy system lewitacji magnetycznej opisany przez układ nieliniowych równań

różniczkowych ma postać (Piłat, 2002):

ẋ(t) =



x2(t)

−
a

mb
exp

(
−
x1(t)

b

)
x23(t) + g

exp

(
x1(t)

p

)
Ts

(ksu(t) + is − x3(t))


(13)

gdzie a, b, p to dodatnie zmienne pomocnicze.
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Rysunek 9: System lewitacji magnetycznej z regulatorem ułamkowym typuPIλD

Implementacja regulatora PIαDµ i wyniki eksperymentu

Na tym etapie prac ustalono następujące zasady eksperymentów dla określenia jakości opracowanego

regulatora: do implementacji integratora niecałkowitego rzędu posłuży czasowa metoda Oustaloupa,

rząd aproksymacji będzie wynosił N = 8, zakres częstotliwości dla których przeprowadzona zosta-

nie aproksymacją będzie znajdował się w przedziale ω ∈
[
10−6, 106

]
natomiast czas dyskretyzacji

wyniesie 0.001 sekundy.

Przeprowadzono eksperymenty mające na celu sprawdzenie poprawność działania zaprojektowa-

nego regulatora. Czasowa aproksymacja Oustaloup została zaimplementowana w środowisku czasu

rzeczywistego przy użyciu karty pomiarowej RT-DAC i biblioteki MATLAB RT-CON. Na rysunku

10 można zaobserwować proces osiągania pozycji w zadanym punkcie 10−3 m przy starcie z bazy

urządzenia. Jak widać PIλ D stabilizuje pozycję systemu w czasie 1, 5 sekundę co stanowi dobry

wynik.
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Rysunek 10: Rzeczywista pozycja obiektu w systemie lewitacji magnetycznej z PIλD - rozpoczęcie z
bazy

Wykres przedstawiony na rysunku 11 obrazuje sytuacje, gdy sfera została gwałtownie wrzucona

pod elektromagnes. W tym przypadku regulator ustabilizował system, ale czas tego procesu był dłuż-

szy niż w pierwszym przypadku, zobacz rysunek 10.
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Rysunek 11: Rzeczywista pozycja obiektu wrzuconego pod elektromagnes
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Rysunek 12: Rzeczywista pozycja obiektu w czasie zakłóceń

Wyniki ostatniego eksperymentów przedstawiono na wykresie 12 pokazuje jak opracowany re-

gulator radzi sobie ze znacznymi zakłóceniami, gdy system został zakłócony około 7 i 10 sekundy.

Przeprowadzone eksperymenty dowiodły, że opracowany regulatora jest bardzo odporny na za-

kłócenia. Dodatkowo można to zaobserwować poprzez zmianę obiektu przedstawionego na zdjęciach

13 i 14.

4 Podsumowanie

Rozprawa doktorska stanowi efekt pracy badawczej autora nad implementacją członów dynamicz-

nych niecałkowitego rzędu na układach wbudowanych. Opracowane przez autora metody i przepro-

wadzone eksperymenty dowodzą, że możliwe jest stworzeni stabilnych numerycznie i odpornych na

zakłócenia metod realizacji dynamicznych układów niecałkowitego rzędu na układy wbudowane.

Niektóre rezultaty dotyczące bezpośrednio tematyki rozprawy jak i tematów pobocznych były

przedstawiane przez autora na konferencjach naukowych bądź też publikowane w czasopismach na-
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Rysunek 13: Pozycja sfery dla której projektowany był regulator PIλD

Rysunek 14: Nakrętki lewitujące w systemie z regulatorem PIλD

ukowych, zobacz: Bauer (2016b); Bauer and Rydel (2016); Kania et al. (2014); Bauer and Kawala-

Janik (2017); Dziwiński et al. (2015); Baranowski et al. (2015b); Zagórowska et al. (2015); Ba-

ranowski et al. (2016e); Zagórowska et al. (2014b, 2015); Bauer et al. (2015); Baranowski et al.

(2014d,b); Zagórowska et al. (2014c); Dziwiński et al. (2014a); Piątek et al. (2014b); Kawala-J.ik

et al. (2014); Baranowski et al. (2014e, 2016b); Bauer et al. (2013); Zagórowska et al. (2014d); Piątek

et al. (2014a); Dziwiński et al. (2014b); Baranowski et al. (2014c); Bauer et al. (2014); Zagórowska

et al. (2014a); Baranowski et al. (2016c, 2015c); Bauer (2015); Zagórowska et al. (2015); Baranowski

et al. (2015a, 2016d,a, 2014a); Bauer (2016a).

Według autora jako najważniejsze oryginalne osiągnięcia w pracy należy zaliczyć:

1. Opracowanie dwóch metod aproksymacji elementu sα opartej na metodzie Oustaloupa:

1.1. Równoległej metody Oustaloupa,
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1.2. Czasowej metody Oustaloupa - wspólnie z mgr inż. Martą Zagórowską i dr. hab.inż. Jerzy

Baranowskim.

2. Podanie stabilnych numerycznie metod dyskretyzacji dla opracowanych metody dyskretyzacji.

3. Implementacja w Matlabie metod do symulacji i wyliczania postaci aproksymacji testowanych

układów ciągłych i dyskretnych.

4. Implementacja i przeprowadzenie testów odporności numerycznej członów dynamicznych nie-

całkowitego rzędu na Arduino Uno.

5. Implementacja i przeprowadzenie testów odporności numerycznej członów dynamicznych nie-

całkowitego rzędu na mikroprocesorze STM32.

6. Opracowanie i implementacja regulatora ułamkowego PID dla laboratoryjnego systemu na-

grzewnicy powietrznej z opóźnieniem w tym:

6.1. przeprowadzenie procesu strojenia regulatora przy użyciu metody symulowanego wyża-

rzania,

6.2. implementacja regulatora z użyciem aproksymacji równoległej Oustaloupa i klasycznej

metody Oustaloupa,

6.3. porównanie otrzymanych wyników regulacji w eksperymentach na rzeczywistym obiek-

cie laboratoryjnym.

7. Opracowanie i implementacja regulatora ułamkowego typu PIλD dla laboratoryjnego systemu

lewitacji magnetycznej w tym:

7.1. opracowanie i opisanie procesu strojenia regulatora przy użyciu linearyzacji w punkcie

pracy,

7.2. implementacja regulatora z użyciem czasowej aproksymacji Oustaloupa,

7.3. testy zaimplementowanego rozwiązania na rzeczywistym obiekcie laboratoryjnym,

7.4. porównanie we współpracy z dr inż. Markiem Rydlem implementacji czasowej aproksy-

macji Oustaloupa w dwóch wariantach: niskiego rzędu oraz zredukowanej z wysokiego

rzędu aproksymacji. Wyniki potwierdzono na laboratoryjnym systemie lewitacji magne-

tycznej.

Przygotowana rozprawa na pewno nie wyczerpuje tematów związanych z implementacją elemen-

tów niecałkowitego rzędu na układach wbudowanych. Przede wszystkim ze względu na wybraną

tematykę pracy nie podjęto rozważań dotyczących oceny jakości zachowania się dynamiki tej klasy

układów. Ze względu na to autor widzi kilka otwartych problemów badawczych dotyczących układów

dynamicznych niecałkowitego rzędu. Pierwszym z nich jest opracowanie metod określani stabilności

układów czasowych z członami niecałkowitego rzędu po zamknięciu sprzężenia zwrotnego (metoda

analogiczna do Kryterium Nyquista), umożliwiło by to określanie zapasów wzmocnień i fazy dla

opracowywanych rozwiązań. Rozwój takich metod umożliwiłby ustalenie reguł strojenia regulato-

rów opartych o układy niecałkowitego rzędu w szczególności doboru zbioru ograniczeń.
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order filtration of electromyographic signals. In K. J. Latawiec, M. Łukaniszyn, and R. Stanisław-

ski, editors, Advances in Modelling and Control of Noninteger-order Systems - 6th Conference on

Non-Integer Orfer Caculus and its Applications. Springer, 2014c.

J. Baranowski, M. Zagórowska, P. Bania, W. Bauer, T. Dziwiński, and P. Piątek. Impulse response
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trotechniki i teorii obwodów IC-SPETO, pages 50–54, Ustroń, 21–24. 05. 2014e.
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non-integer order system approximations. In Methods and Models in Automation and Robotics

(MMAR), 2014 19th International Conference on, pages 429–433. IEEE, 2014b.

A. Piłat. Sterowanie układami magnetycznej lewitacji. PhD thesis, Akademia Górniczo-Hutnicza

im. Stanisława Staszica, Wydział Elektrotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki, Kraków,

2002. Promotor: W. Grega.
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