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Przedmowa

Przedstawiona rozprawa doktorska jest zwiazana z nowa dyscyplina na-
ukowa biocybernetyka i inzynieria biomedyczna, ktora nalezy do obszaru
nauk technicznych. Dyscyplina ta zawiera w sobie zagadnienia zwigzane z
medycyna, biologia, biomatematyka, czy tez z cybernetyka uprawiang przez
inzynieréw. Ta rozprawa skupiona jest wokot probleméw biomatematyki oraz
numerycznego badania systeméw dynamicznych, w szczegdlnosci ich cha-
otycznych zachowan.

W rozdziale 1 przedstawiam podstawe filozoficzng mojej rozprawy dok-
torskiej tj. omawiam dwa czesto wystepujace podejscia do rozumienia czym
jest matematyka, a co za tym idzie czym jest modelowanie matematyczne.
Podaje réwniez zasade odwzorowan zwezajacych Stefana Banacha wraz z do-
wodem, ktory przeprowadza sie metodami elementarnymi (na poziomie szko-
ly $redniej) poniewaz okresla ona fundamentalne zasady myslenia naukowe-
go. Nastepnie w rozdziale 2 omoéwiam biologiczno-medyczne dane dotyczace
uktadu dynamiki czerwonych krwinek (erytrocytéw), szczegélnie doktadnie
opisujac poszczegblne etapy procesu erytropoezy czyli produkcji erytrocy-
tow. Dalej w rozdziale 3 podaje zestaw wybranych poje¢ matematycznych,
ktory ma nakierowaé czytelnika na wazne grupy zagadnien z punktu widze-
nia przedstawionych badan. W rozdzial 4 przedstawiam idee badania chaosu
na gruncie teorii ergodycznej, a w jego podrozdziale 4.2 prezentuje systema-
tyczne omowienie teorii matematycznej dotyczacej chaosu w uktadach zacho-
wujacych miare. Dodatkowo w rozdziale 4 zawartem przyktady obliczeniowe
pokazujace metodyke badan numerycznych na niskowymiarowych odwzoro-
waniach, ktorg nastepnie w rozdziale 6 przenosze w odpowiedni sposoéb na
uktad nieskonczenie wymiarowy bedacy gtownym obiektem badan w tej roz-
prawie doktorskiej. W rozdziale 5 przedstawiam teori¢ klasycznego réwnania
Lasoty-Wazewskiej niezbedng do zrozumienia zasad dzialania wspomnianego
nieskonczenie wymiarowego modelu. W rozdziale 6 zawartem gtowne orygi-
nalne wyniki, ktére dla poprawnego zrozumiane powinny by¢ analizowane
razem z wiadomosciami zawartymi w rozdziale 4. Tematyke i cel rozprawy
okreslitem w podrozdziale 1.4 rozdziatu 1, z kolei podsumowanie najwazniej-
szych osiagnietych wynikéw opracowalem w rozdziale 7.



Tematyka i cele rozprawy

A. Lasota zauwazal, ze nieregularne przebiegi obserwowane w wynikach
pomiarowych rzeczywistych proceséw biologiczno-medycznych moga by¢ zwia-
zane nie tylko z duza ztozonoscia tych proceséw i niedoskonatosciami metod
pomiarowych, ale réwniez z samag strukturg tych uktadow. Innymi stowy
mowiac rzeczywiste procesy biologiczo-medyczne moga przy pewnych wa-
runkach po prostu byé¢ chaotyczne, to znaczy moga ”zawiera¢” strukture
matematyczng generujaca chaos. A. Lasota uwazal, ze taks matematycz-
ng struktura "odpowiedzialng” za chaos w systemach biologicznych moze
by¢ miara niezmiennicza o nietrywialnych wtasnosciach ergodycznych (moze-
my takze powiedzie¢, ze uktad wykazuje nietrywialne wlasnosci ergodyczne).
Sformalizowal on takie podejsécie dla zaproponowanego przez siebie modelu
zmian ilosci krazacych w krwiobiegu krwinek czerwonych, stawiajac hipoteze
o nietrywialnych wtasnosciach ergodycznych tego modelu. Model ma postac
rownania rézniczkowego z opdéznionym argumentem, w ktérym przy odpo-
wiednim doborze parametrow mozna zada¢ funkcje produkeji erytrocytow w
formie unimodalnej. Taki charakter zaleznosci intensywnosci produkcji ery-
trocytow od ich ilo$ci w krwiobiegu medycznie odpowiada warunkom patolo-
gicznym zaistnialym w organizmie, mozliwy jest takze gdy organizm znajdzie
sie w stanie bliskim $mierci. Normalna erytropoeza (produkcja erytrocytéw)
charakteryzuje sie zalezno$cia monotonicznie malejaca i przy tym zatozeniu
konstruowano i badano bardzo wiele modeli matematycznych miedzy inny-
mi klasyczny model Lasoty-Wazewskiej, o ktorym szeroko piszemy w pracy.
W tej rozprawie interesuje nas nieregularna dynamika modelu z unimodlang
erytopoeza i to w formie takiej, ze uktad ma trzy punkty stacjonarne (réznice
miedzy badanym modelem, a innymi modelami biologicznymi z unimodalny-
mi nieliniowosciami przedstawiamy w rozprawie). Konkretnie chcemy obli-
czeniowo weryfikowa¢ hipoteze A. Lasoty, ktéra w jezyku teorii ergodycznej
stawia problem istnienia chaotycznych rozwigzan pewnej klasy rownan roz-
niczkowych z op6znieniem. Dodatkowo wydaje sie ona by¢ uogélnieniem (na
te klase réwnan) wezesniejszej hipotezy S.M. Ulama o nietrywialnych wta-
snosciach ergodycznych odwzorowan odcinka [0, 1] w siebie. Wazne jest, ze
ta klasa rownan ma bardzo duze zastosowania w modelowaniu proceséw bio-
logicznych. Znane sa dowody istnienia rozwigzan okresowych takich réwnan,
natomias jak do tej pory poza szczegdlnymi przypadkami mato mozna po-



wiedzie¢ o istnieniu chaotycznych rozwigzan w precyzyjnie okreslonym sensie
dla réwnan rézniczkowych z opdznieniem. Badania zachowan chaotycznych
bedziemy prowadzi¢ metodami numerycznymi, mamy zatem swiadomos¢, ze
uzyskane wyniki moga stanowi¢ jedynie wskazanie pewnego typu chaosu i w
sensie matematycznym nie beda dowodem na jego istnienie. Z punktu widze-
nia nauk technicznych wydaje sie nam jednak, ze przygotowane obliczenia
beda cennym przyktadem jak za pomoca eksperymentu numerycznego moz-
na bada¢ istnienie pewnych struktur matematycznych ”odpowiadajacych” za
chaos okreslony w konkretny sposéb. Dla matematykoéw z kolei uzyskane wy-
niki numeryczne moga stanowi¢ wskazanie wtasnosci dynamicznych modelu,
ktore nastepnie mozna probowaé¢ udowadnia¢ narzedziami czystej matema-
tyki. Obecnie bardzo mocno rozwijane sa dowody matematyczne wspiera-
ne komputerowo. Mozliwe, ze badania numeryczne, przeprowadzone w tej
rozprawie moga stanowi¢ wstepna analize do zastosowania takich Scistych
metod obliczeniowych uzywanych przez matematykéw. Z punktu widzenia
biologiczno-medycznego numeryczne uzyskanie rozwigzan wskazujacych na
nietrywialne wtasnosci ergodyczne modelu bedzie sugerowato, ze przy zabu-
rzonej odpowiedzi erytropoetycznej w formie unimodalnej, moga wystapi¢
nieregularne zmiany ilosci krazacych w krwiobiegu erytrocytow. Z kolei ta-
kie nieregularne zmiany oznaczaja mocne zaburzenie funkcjonowania catego
uktadu krwinek czerwonych, ktory gdy dziata prawidtowo ma bardzo silng
tendencje do utrzymywania ich ilosci na statym poziomie.

Oprocz analizy numerycznej chaosu bedziemy chcieli rozszerzy¢ interpre-
tacje biologiczno-medyczng badanego rownania miedzy innymi poprzez po-
danie znaczenia jednego z parametréw tego rownania, ktéry wedtug naszej
wiedzy nie byl interpretowany w literaturze, a od ktérego wartosci zalezy,
czy odpowiedz erytropoetyczna ma charakter prawidtowy fizjologicznie (mo-
notonicznie malejacy), czy jest znieksztalcany do zaleznosci unimodalne;.

Poszczegolne cele rozprawy mozna sformutowaé nastepujaco:

e znalezienie zaleznosci na intensywnos¢ odpowiedzi erytropoetycznej
(stopienn pobudzenia uktadu) przy unimodalnej funkcji produkeji ery-
trocytéw zadanej w réwnaniu (5),

e podanie interpretacji bilogiczno-medycznej jednego z parametréow row-
nania (5) (potegi s), ktéry wedtug naszej wiedzy nie byt interpretowany
w literaturze.

Nastepnym celem jest weryfikacja obliczeniowa hipotezy A. Lasoty dotyczacej



nietrywialnych wtasnosci ergodycznych réownania (5), czyli w szczegdlnosei:

e omoéwienie najwazniejszych narzedzi matematycznych teorii ergodycz-
nej stosowanych do badania zachowan chaotycznych,

e zaprojektowanie odpowienich eksperymentéw obliczeniowych na nisko-
wymiarowych odwzorowaniach (jedno, dwu i tréjwymiarowych), dla
ktorych istnienie wlasnosci ergodycznych jest udowodnione matema-
tycznie, w celu numerycznego znalezienia ”symptoméw” chaosu wyni-
kajacego z wtasnosci ergodycznych.

e odpowiednie zastosowanie metodyki zaprojektowanej na niskowymia-
rowych odwzorowaniach do badania numerycznego nieskonczenie wy-
miarowego modelu (5) na odpowiednio wybranych podprzestrzeniach
przestrzeni nieskoniczenie wymiarowej,

e wyznaczenie zakresu parametréow, dla ktérych réwnanie (5) wykazuje
nietrywialne wtasnosci ergodyczne,

e podanie, na podstawie przeprowadzonej analizy obliczeniowej i w opar-
ciu o informacje dostepne w literaturze, ewentualnych uwarunkowan
biologiczno-medycznych, ktére moga spowodowac, ze uktad krwiotwor-
czy bedzie wykazywat nietrywialne wtasnosci ergodyczne, a co za tym
idzie zachowania chaotyczne.

Roéownanie A. Lasoty z unimo-
dalng regulacjg

Normalna erytropoeza (produkcja erytrocytow) charakteryzuje sie zalez-
noéciag monotonicznie malejaca. Badania kliniczne dotyczace hematopoezy
pokazuja jednak, ze poziom produkcji elementéw komoérkowych krwi moze
przybiera¢ charakter niemonotoniczny, lub inaczej méwigc moze by¢ opisywa-
ny funkcja posiadajaca jedno gtadkie maksimum dla argumentéw wiekszych
od zera. Takie funkcje w literaturze nazywane sg czasami unimodalnymi.
Zdefiniujmy co bedziemy rozumie¢ przez funkcje unimodalna.
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f(x)

Rysunek 1: Funkcje unimodalne (a): funkcja spelniajaca warunki (1) i (2) i
(3) z Definicji 1 (b): funkcja spetniajaca warunki (1) i (2) i (4) z Definicji 1

Definicja 1 Rozwazmy nastepujace warunki:

Ve >0 f(z) >0, f(0)=01i
dzg > 0 takie, ze f'(z9) =01 (1)
fllz)>0dla0 <z <zoi f'(x) <0dlaz> .

lim, . f(x) = 0. (2)

f'(z) <0dla0<z<x. (3)

dx, > 0 takie, ze f"(z) >0dla0 <2z < x, i
f'(z) <0dlaz, <z <.

(4)

Funkcje f: [0,00) — [0,00) bedziemy nazywaé¢ unimodalng jezeli spetnia
warunki (1) i (2) i dodatkowo warunek (3) lub (4).

Unimodalna zalezno$¢ od ilosci krazacych w krwiobiegu erytrocytow jest
bardzo mato prawdopodobna, ale moze wystapi¢ w kilku ostrych patologicz-
nych przypadkach lub np. w sytuacji kiedy organizm jest bliski $mierci. A.
Lasota sformutowat model z unimodalnym sprzezeniem zwrotnym z opdznio-
nym argumentem, ktéry mial stuzy¢ do zrozumienia pochodzenia nieregu-
larnych zmian w ilosci krazacych w krwiobiegu erytrocytow. Réwnanie ma
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P(Nn)

Rysunek 2: Unimodalne sprzezenie zwrotne z réwnania Lasoty (5) (a): przy
0<s<1(b):przys>1

postac:

dN(t)

dt

i jest gtéwnym przedmiotem badan w tej rozprawie. Produkcja erytrocytow
zostala zadana poprzez sprzezenie zwrotne w postaci unimodalnej funkcji
p(Np) = (p-Np)?-e 7N N, = N(t—h) z opdznionym argumentem. Funkcja
ta dla 0 < s < 1 spelia warunki (1) i (2) i (3) z Definicji 1 (zob. Rysu-
nek 2 (a)), natomiast dla s > 1 spelnia warunki (1) i (2) i (4) z Definicji
1 (zob. Rysunek 2 (b)). W tych przypadkach funkcja ma ekstremum (mak-

- 0o N(t) + (p . N(lf _ h))s e~V N(E=h) (5)

simum) w punkcie A o odciete] x = —% oraz punkty przegiecia C'i D o
odcietej x = —%5. Interpretacja biologiczno-medyczna statych o, p, v i

h zostata doktadnie oméwiona w ropzrawie. Rozwazmy interpretacje potegi
s, ktora wedlug naszej wiedzy nie byta interpretowana w literaturze. Spro-
bujmy, zatem znalez¢é te interpretacje. Zastosujemy w tym celu rozumowanie
odwrotne do rozumowania uzytego przez M. Wazewska-Czyzewska i A. La-
sote, w ktorym z tzw. stopnia pobudzenia uktadu wyprowadzili oni zaleznosé
na sprzezenie zwrotne okreslajace produkcje erytrocytéw. Tym razem mamy
juz dang zalezno$¢ na produkcje krwinek i bedziemy szuka¢ odpowiadajacego
jej stopnia pobudzenia uktadu w postaci




Trzeba zatem znalez¢é p/(t) dla

p(t) = (p- N(t —h))* - e TN, (6)
Zapiszmy
p(t) = pu(t) - pa(t), (7)
gdzie
pit) = (p- N(t=h))*, pa(t) = e N, (8)
Mamy zatem
p'(t) = pi(t) - p2(t) + pa(t) - pa(2), (9)
gdzie
Pi(t) - pa(t) = ps(N(t — h))* ' N'(t — h)e "N, (10)
pi(t) - py(t) = —ye NN (L — ) (pN (1 — h))*. (11)
Czyli
sy = PO _ (PN (t = ) e NN [y + s 5] NE—m,  (12)

p(t) (pN(t = h))seNE=h)
1 ostatecznie mamy

N'(t — h)

0 P AC NS A NG—T

o)
Gdy s = 0 to mamy sytuacje klasycznego zredukowanego réwnania Lasoty-
Wazewskiej, gdzie funkcja produkeji erytrocytéw ma fizjologicznie naturalny
monotonicznie malejacy charakter. Natomiast gdy s > 0 to funkcja produkcji
ulega znieksztalceniu do funkcji unimodalnej, a czton —yN’(t — h) w réwna-

niu (13) odpowiadajacy za normalna erytropoeze jest wyhamowywany przez
N'(t—h)
N(i—h)

(13)

czton s , gdzie wyrazenie
_ N'(t—h)

20 =N

(14)
oznacza wzgledng zmiang ilosci krwinek. Zatem s reprezentuje stopien zabu-
rzenia normalnej odpowiedzi erytropoetycznej. Gdy s = 0 to odpowiedz ta
jest prawidtowa, gdy s > 0 to odpowiedz jest wyhamowywana i hamowanie
jest tym wieksze im wigksze jest s.



sigma = 0.8, ro = 0.46, s = 8, gamma = 1 sigma = 0.8, rho = 0.46, s = 8, gamma = 1
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Rysunek 3: Punkty state dla réwnania (5) przy s > 1. Punkty N1 i N3
sa asymptotycznie stabilne, a punkt N3 jest niestabilny. (a): Prawa strona
réwnania (b): czesci liniowa o N i nieliniowo$c unimodalna

Konstrukcja réwnania Lasoty (5) jest ciekawa strukturalnie poniewaz gdy
s = 0 to otrzymujemy zredukowany model Lasoty-Wazewskiej z cata mate-
matyczng teorig o rozwigzaniach okresowych tego rownania, natomiast gdy
s > 0 réwnanie dopuszcza poza rozwigzaniami okresowymi rozwigzania cha-
otyczne.

Hipoteza A. Lasoty

A. Lasota sformutowal hipoteze o istnieniu nietrywialnych wtasnosci er-
godycznych dla réwnania (5). Niech Cj, bedzie przestrzenia funkcji ciagtych
v: [=h,0] — R z topologia normy supremum. Dla pewnych dodatnich war-
tosci parametrow p, h, s i o istnieje na ()}, ciagta miara niezmiennicza i er-
godyczna w odniesieniu do réwnania (5). Miare p nazywamy ciagla jezeli
zanika na punktach i w tym sensie jest ona nietrywialna.

Hipoteza w jezyku teorii ergodycznej stawia pytanie o istnienie rozwia-
zan chaotycznych réwnania rézniczkowego z op6znieniem (5). Wyglada ona
jak uogolnienie hipotezy S.M. Ulama dotyczacej nietrywilanych wtasnosci
ergodycznych odwzorowan odcinka [0, 1] w siebie na réwnania rézniczkowe



z opOznieniem typu @(t) = f(x(t),z(t — h)). Takie skojarzenie pojawia si¢
podczas analizy obliczeniowej wlasnosci rownania (5), gdzie w poszukiwaniu
ergodycznych wtasnosci dobiera sie odpowiedni "ksztalt” jego prawej stro-
ny. W hipotezia Ulama zawarte jest pytanie o to jaki "ksztatt” musi miec¢
funkcja definiujaca odwzorowanie odcinka [0, 1] w siebie, aby posiadato ono
nietrywialne wtasnosci ergodyczne.

Weryfikacja obliczeniowa hipo-
tezy A. Lasoty

Badania obliczeniowe sugeruja, ze réwnanie (5) wykazuje nietrywialne
wlasnosci ergodyczne dla

p€[0.46, 0.52], 0 =08, s=8, v=1. (15)

Dodatkowo opoOznienie h musi by¢ odpowiednio duze, to znaczy h > 9.
Wszystkie trajektorie réwnania (5) zostaly wyliczone w programie MA-
TLAB przy uzyciu solver’a DDE23. Wszystkie pozostate obliczenia nume-
ryczne jak i ilustracje takze zostaly wykonane przy uzyciu programu MA-
TLAB.

Aby badaé za pomoca numerycznych eksperymentow wtasnosci ergodycz-
ne dowolnego ukltadu, trzeba wygenerowaé duzy zbiér (potok) jego trajek-
torii. Majac duzy zbior trajektorii mozna bada¢ jego érednie zachowanie i
porownywac je ze $rednimi wzdtuz pojedynczych trajektorii.



35

30

25

20

F(x)

15

P

Rysunek 4: Zakres parametréw (15) przedstawiony graficznie (obszar zakre-
skowany niebieskimi skosnymi liniami) (a): prawa strona réwnania (5), czyli
Fz)=—0c-xz+ (p-x)-e 7" (b): czesé¢ liniowa o - x i funkcja unimodalna
f@)=(p-a) e
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Rysunek 5: Potok trajektorii rownania (5) dla p = 0.46, ¢ = 0.8, s =
8, v =1, h = 10, startujacych ze statych funkcji poczatkowych o wartosciach
roztozonych jednorodnie na podprzedziale R*. Najpierw potok jest regularny,
ale po pewnym czasie staje sie turbulentny
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Rysunek 6: Etapy (w wybranych chwilach czasowych t) symulacji ewolucji
wyktadniczego rozktadu statych funkeji poczatkowych na podprzedziale R
przedstawione na przestrzeni wartosci chwilowych N(¢) € R ((a): t = 0, czyli
rozktad poczatkowy (c): t = 15 (e): t = 50) oraz na przestrzeni N (t)x N (t—h)
w tych samych chwilach czasowych ((b): ¢ =0 (d): t = 15 (f): t = 50)
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Rysunek 7: Ciag dalszy z Rysunku 6, w lewej kolumnie, z gory na doét, kolejne
etapy ewolucji na przestrzeni wartosci chwilowych N(¢) € R (rysunki (a):
t = 150 (c): t = 200 (e): t = 500), w prawej kolumnie, réwniez z géry na
dél, na przestrzeni N(t) x N(t — h) (rysunki (b): t = 150 (d): t = 200 (f):
t = 500)
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etapy ewolucji na przestrzeni wartosci chwilowych N(t) € R (rysunki (a): t =
700 (c): t = 1000), w prawej kolumnie, réwniez z géry na dot, na przestrzeni
N(t) x N(t — h) (rysunki (b): t = 700 (d): ¢ = 1000
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Rysunek 9: Aproksymowane érednie wzdtuz pojedynczej trajektorii. Dla 10*
punktéw trajektorii (a): na N(¢) (b): na N(t) x N(t — h). Dla 10° punktéw
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Rysunek 11: Szybkie zanikanie korelacji dla réwnania (5) (a): dla zbioru
10* trajektorii (b): dla pojedynczej trajektorii i jej przesunigcia czasowego.
((c) i (d)): rozrzut dla zbioru trajektorii i przesunie¢ czasowych odpowiednio
T=01i7=050.((e) i (f)): rozrzut dla pojedynczej trajektorii i jej przesunie¢
czasowych odpowiednio o 7 =01 7 = 200
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Rysunek 12: Szybkie zanikanie korelacji w normach dla zbioréow trajektorii
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Uwagi koncowe

W rozprawie doktorskiej rozwazono model dynamiki odpowiedzi erytro-
poetycznej sformutowany przez A. Lasote. Model dzieki odpowiedniej for-
mie sprzezenia zwrotnego z op6znionym argumentem pozwala na zadawanie
zaréwno prawidtowego fizjologicznie monotonicznie malejacego charakteru
odpowiedzi erytropoetycznej, jak i charakteru zaburzonego niemonotonicz-
nego (unimodalnego) odpowiadajacego medycznie patologicznym warunkom
zaistnialym w organizmie, badz stanowi bliskiemu $mierci organizmu. W ta-
kich krytycznych stanach organizmu obserwowane sg nieregularne zmiany
ilosci krazacych w krwiobiegu erytrocytéw, podczas gdy prawidtowo dziata-
jacy uktad krwiotworczy ma bardzo silng tendencje do utrzymywania ilosci
erytrocytéow na stalym poziomie. A. Lasota podejrzewal, ze jedna z moz-
liwych przyczyn tej nieregularnej dynamiki moze by¢ konkretna struktura
uktadu. Formalizujac chodzi o istnienie miar niezmienniczych o nietrywial-
nych wlasnosciach ergodycznych, z czego wynika, ze uktad jest chaotyczny
w okreslonym sensie. A. Lasota postawil hipoteze dotyczaca istnienia takich
miar w sformutowanym przez siebie (i badanym w tej rozprawie) modelu od-
powiedzi erytropoetycznej (5). Z punktu widzenia matematycznego hipoteza
w jezyku teorii ergodycznej stawia problem istnienia chaotycznych rozwia-
zan pewnej klasy réwnan rozniczkowych z opdznieniem, dodatkowo wydaje
sie ona by¢ uogélnieniem na te klase rownan wczesniejszej hipotezy S.M. Ula-
ma o nietrywialnych wlasnosciach ergodycznych odwzorowan odcinka [0, 1]
w siebie.

Gléwne oryginalne wyniki tej rozprawy doktorskiej to:

e Monograficzne opracowanie podstaw badania chaosu przy uzyciu na-
rzedzi teorii ergodycznej.

e Zaprojektowanie odpowienich eksperymentéw obliczeniowych na nisko-
wymiarowych odwzorowaniach (jedno, dwu i tréjwymiarowych), dla
ktorych istnienie wlasnosci ergodycznych jest udowodnione matema-
tycznie, w celu numerycznego znalezienia ”symptoméw” chaosu wyni-
kajacego z wtasnosci ergodycznych.

e Szczegbdtowe opracowanie wiadomosci biologiczno-medycznych dotycza-
cych funkcjonowania i budowy uktadu odpowiedzi erytropoetycznej.
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Autor uznaje opracowania monograficzne wymienionych zagadnien za jeden
z wynikow tej rozprawy, poniewaz oméwione zagadnienia nie sg szeroko zna-
ne (o czym mozna sie przekonaé uczestniczac w konferencjach i seminariach
zar6wno krajowych jak i zagranicznych), a ponadto sa integralng czescia ana-
lizy przeprowadzonej na gtéwnym obiekcie badan tej rozprawy czyli rownaniu

(5).

e Wyprowadzenie zaleznosci (13) na pobudzenie uktadu produkeji erytro-
cytow, gdy ta produkcja zadana jest unimodalna funkcjg odpowiadaja-
ca nietypowej erytropoezie. Dzigki otrzymanej zalezno$ci mozna lepiej
zrozumieé role potegi s (ktéra wedtug wiedzy autora nie byta wezesniej
interpetowana w literaturze) wystepujacej w funkcji unimodalnej ba-
danego réownania (5). Reprezentuje ona stopiefi zaburzenia normalnej
odpowiedzi erytropoetycznej. Wyliczony wzor dobrze wpasowuje sie w
dotychczasowe wyniki A. Lasoty i M. Wazewskiej-Czyzewskiej bowiem
dla s = 0 otrzymane réwnanie (13) przyjmuje postaé podanej przez
nich zaleznosci na pobudzenie uktadu dla nieliniowosci odpowiadajacej
normalnej erytropoezie, gdy jednak s > 0 zalezno$¢ odpowiedzi ery-
tropoetycznej znieksztatca sie, a pobudzenie jest wyhamowywane i to
wyhamowywanie jest tym wieksze im wiecksze jest s. A. Lasota i M.
Wazewska-Czyzewska wyprowadzili monotonicznie malejaca zaleznosé
dla normalnej odpowiedzi erytropoetycznej wprowadzajac zaleznos¢ na
pobudzenie uktadu. Autor otrzymal wzoér (13) poprzez zastosowanie ro-
zumowania odwrotnego, to znaczy dla danej nieliniowosci unimodalne;j
wyliczony zostat stopien pobudzenia uktadu.

Wiyniki w zakresie weryfikacji obliczeniowej hipotezy A. Lasoty dotyczacej
nietrywialnych wlasnosci ergodycznych rownania (5). W szczegdlnosei wy-
znaczenie zakresu parametrow, dla ktorych:

e symulacje wskazujg na istnienie gtadkiej niezmienniczej gestosci gra-
nicznej w odpowiednio wybranych przestrzeniach,

e symulacje wskazuja na podstawowsg wlasno$é¢ systeméw ergodycznych
tzn., ze Srednie czasowe wzdtuz pojedynczych trajektorii sa réwne sred-
nim po zbiorze trajektorii,
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e symulacje wskazuja, ze trajektorie uktadu (5) sa niestabilne (uktad jest
wrazliwy na mala zmiane warunkéw poczatkowych),

e symulacje wskazuja, ze uklad (5) wykazuje bardzo szybki zanik do zera
funkcji korelacji dla zbioréw trajektorii i dla pojedycznych trajektorii
i ich przesunie¢ czasowych, co jest typowe dla uktadéw mieszajacych.
Brak korelacji sugeruje rowniez, ze atraktor przyciagajacy trajektorie
nie ma prostej struktury,

e zanik korelacji do zera dla pojedynczych trajektorii odpowiada definicji
trajektorii turbulentnych w sensie Bass’a,

e dla wybranych trojwymiarowych podprzestrzeni udaje sie pokazac, ze
uktad zachowuje si¢ podobnie do opisywanych w literaturze klasycznych
eskperymentéw labolatoryjnych przedstawiajacych wtasno$é mieszania,

e w Swietle przedstawionej w rozprawie teorii symulacje sugeruja, ze
uktad moze by¢ chaotyczny w sensie Auslander’a i Yorke’a.

Z punktu widzenia matematycznego uzyskane wyniki obliczeniowe suge-
ruja, ze dla wyznaczonego zakresu parametréw istnieje atraktor o nieprostej
strukturze, wspierajacy niezmiennicza miare mieszajacg oraz, ze prawie kaz-
da trajektoria uktadu jest turbulentna w sensie Bass’a. W konsekwencji uktad
moze byc rowniez chaotyczny w sensie Auslander’a i Yorke’a. Zatem przed-
stawione wyniki numeryczne popierajg hipoteze A. Lasoty o istnieniu nie-
trywialnych wtasnosci ergodycznych uktadu. Z punktu widzenia biologiczno-
medycznego wyniki sugeruja, ze w warunkach zaburzonej erytropoezy moga
wystapi¢ nieregularne zmiany ilosci krazgcych w krwiobiegu erytrocytow.
Jest to zjawisko, ktore jest przeciwienstwem reakcji prawidtowo dziatajacego
uktadu krwiotwoérczego, ktory ma bardzo silng tendencje do do utrzymywa-
nia ilo$ci krwinek czewronych na stalym poziomie. Z tego miedzy innymi
wzgledu wydaje si¢ prawdopodobne, ze dlugotrwate utrzymywanie sie w or-
ganizmie stanu, ktéremu towarzyszg nieregularne zmiany ilosci krazacychy
w krwiobiegu erytrocytow nie jest mozliwe.
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