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Streszczenie

W rozprawie doktorskiej pod tytuªem �Sterowanie procesami silnie nieliniowymi w czasie rzeczywi-
stym� rozwa»ono zastosowanie regulatora liniowo kwadratowego do sterowania systemów nielinio-
wych, silnie nieliniowych oraz systemów opisanych funkcjami nieró»niczkowalnymi. Celem badaw-
czym byªo opracowanie zaawansowanych algorytmów sterowania, ich implementacja oraz wery�kacja
zarówno w ±rodowisku symulacyjnym, jak równie» w systemach sterowania czasu rzeczywistego o
twardych kryteriach czasowych na wykonanie oblicze«. Rozprawa doktorska miaªa na celu wery�-
kacj¦ nast¦puj¡cych hipotez badawczych:

� Mo»liwe jest zbudowanie obserwatora stanu, który b¦dzie posiadaª wªasno±ci u±redniania, mi-
nimalizuj¡ce ±redniokwadratowy bª¡d estymacji dla wybranych klas sko«czenie wymiarowych
nieliniowych SISO systemów dynamicznych w zadaniu stabilizacji.

� Mo»liwe jest opracowanie algorytmu budowy regulatora stabilizuj¡cego czasu rzeczywistego,
dla wybranych klas sko«czenie wymiarowych nieliniowych SISO systemów dynamicznych.

Na wst¦pie rozprawy przedstawiono stosowane rozwi¡zania w sterowaniu systemów nieliniowych,
wyszczególniono literatur¦, która opisuje stan bada« dla zagadnie« sterowania nieliniowego, przed-
stawiono klasyczn¡ metodologi¦ linearyzacji systemów nieliniowych w problemie sterowania nieli-
niowego. Przeprowadzono syntez¦ literatury opisuj¡cej klasyczne podej±cie do sterowania systemów
nieliniowych oraz problemy implementacji rozwi¡za« standardowych.

Zaproponowano nowe podej±cie do linearyzacji systemów nieliniowych, silnie nieliniowych oraz
systemów opisanych funkcjami nieró»niczkowalnymi poprzez rzutowanie dynamiki modelu nielinio-
wego w otoczeniu punktu referencyjnego na model liniowy �ltru impulsowego o niesko«czonej odpo-
wiedzi z wykorzystaniem zmody�kowanego algorytmu najmniejszych kwadratów. W zaproponowa-
nym podej±ciu do linearyzacji systemów nieliniowych, silnie nieliniowych oraz systemów opisanych
funkcjami nieró»niczkowalnymi wykorzystano wªasno±ci koryguj¡ce obserwatorów o wysokim wzmoc-
nieniu. Zaproponowano rozszerzenie zagadnienia wªasno±ci koryguj¡cych obserwatorów o wysokim
wzmocnieniu poprzez wprowadzenie wspóªczynników korekcyjnych na sterowanie i staªe czasowe w
problemie Ackermanna, optymalizacji obserwatora dla systemu o jednym wej±ciu i jednym wyj±ciu.

W dalszej kolejno±ci praca skupia si¦ na projektowaniu ukªadów sterowania z wykorzystaniem
regulatora linowo-kwadratowego w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego z obserwatorem linearyzuj¡co u±red-
niaj¡cym o wysokim wzmocnieniu. Korekcj¦ modelu zlinearyzowanego zastosowan¡ w algorytmie
Ackermanna, optymalizacji obserwatora uwzgl¦dniono równie» w algebraicznym równaniu Ricca-
tiego optymalizacji regulatora liniowo kwadratowego na niesko«czonym horyzoncie. Wykonano eks-
perymenty symulacyjne na szerokiej klasie systemów nieliniowych i silnie nieliniowych dla zadania
stabilizacji systemu, na który oddziaªuj¡ zakªócenia addytywne w ró»nych stanach pracy, oraz w za-
daniu sterowania po trajektorii referencyjnej. Nast¦pnie przeprowadzono badania na laboratoryjnym
stanowisku lewitacji magnetycznej, które potwierdziªy wyniki eksperymentów symulacyjnych.

Wyniki przeprowadzonych prac badawczych oraz eksperymentów laboratoryjnych potwierdziªy
postawione hipotezy badawcze oraz wskazaªy nowe kierunki bada«. W pracy wykazano, »e dokªadna
estymacja stanu jest wa»na w sterowaniu liniowo-kwadratowym systemów nieliniowych, silnie nie-
liniowych oraz systemów opisanych funkcjami nieró»niczkowalnymi, ale nie jest kluczowa, kluczowe
znaczenie ma trend estymat stanu, który w pracy formowany jest obserwatorem o wysokim wzmoc-
nieniu. W pracy wykazano, »e mo»liwa jest estymacja informacji o stanie systemu nieliniowego, silnie
nieliniowego oraz systemu opisanego funkcjami nieró»niczkowalnymi funkcj¡ sko«czenie wymiarow¡
z akceptowalnym poziomem bª¦du w zadaniu sterowania liniowo-kwadratowym.





Abstract

In the doctoral thesis entitled "Control of Strongly Non-Linear Processes in Real Time", the use of
a linear-square regulator to control nonlinear systems, strongly nonlinear systems and systems de-
scribed by non-di�erentiable functions was considered. The research goal was to develop, implement
and verify advanced control algorithms, both in the simulation environment as well as in real-time
control systems with hard time criteria for calculations. The doctoral thesis was aimed at verifying
the following research hypotheses:
� It is possible to build a state observer, which will have averaging properties, that minimizes

the mean square error of estimation for selected classes of nonlinear SISO dynamic systems in the
stabilization task.
� It is possible to develop an algorithm for the construction of a real-time stabilizing controller

for selected classes of �nitely dimensional nonlinear SISO dynamic systems.
At the beginning of the dissertation, the solutions applied for the control of nonlinear systems

were presented. The literature describing the state of research on nonlinear control problems and
the classical methodology of the linearization of nonlinear systems for the problem of nonlinear
control was presented. A synthesis of the literature describing the classical approach to the control
of nonlinear systems and the problems of implementing standard solutions was conducted.

A new approach to the linearization of nonlinear systems, strongly nonlinear systems and systems
described by non-di�erentiable functions was proposed by projecting the dynamics of the nonlinear
model around the reference point into a linear model of an impulse �lter with an in�nite response
by using a modi�ed least squares algorithm. In the proposed approach to the linearization of
nonlinear and highly nonlinear systems and systems described by non-di�erentiable functions, the
corrective properties of high-gain observers were used. Extending the corrective properties of high -
gain observers by introducing corrective factors into the control and time constants in the Ackermann
problem, observer optimization for a one-input, and one output system was proposed.

Next, the work focused on the design of control systems using a linear quadratic regulator
in the feedback loop with a linearization averaging observer with high gain. In addition to the
correction of the linearized model used in the Ackermann algorithm, the observer optimization was
included in the algebraic Riccati equation of optimization of the linear-square regulator on the
in�nite horizon. Simulation experiments were carried out on a wide range of classes of nonlinear
and strongly nonlinear systems for the task of stabilizing the system, which is a�ected by additive
disturbances in various operating states, and for the task of control after the reference trajectory.
Tests were then carried out in a laboratory magnetic levitation station that con�rmed the results of
the simulation experiments.

The results of the research and laboratory experiments con�rmed the research hypotheses and
indicated new directions for research. The study shows that accurate state estimation is important
in linear-quadratic control of nonlinear and strongly nonlinear systems and systems described by
non-di�erentiable functions, but that it is not crucial. The crucial element is the trend of the state
estimates, which will be formed in the work by a high-gain observer. The paper shows that it is
possible to estimate information about the state of nonlinear and strongly nonlinear systems and
a system described by non-di�erentiable functions by using a �nite-dimensional function with an
acceptable level of error in a linear-quadratic control task.
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Wykaz u»ywanych oznacze« matematycznych

R Zbiór liczb rzeczywistych
Rn Rzeczywista przestrze« euklidesowa n wymiarowa z norm¡

Rm×n Zbiór macierzy rzeczywistych m na n wymiarowych
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Oznaczenia w dowodach matematycznych ¹ródeª cytowanych
zamieszczono w oryginalnej formie.
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1 Wst¦p

Rozwój technologii jest ±ci±le powi¡zany z zapewnieniem sterowania o coraz lepszych wska¹nikach
jako±ci. W klasie systemów steruj¡cych mo»na wyró»ni¢ wiele typów regulatorów: dwustanowe,
trójstanowe, dead-beat, regulatory ci¡gªe czasowo optymalne oraz regulatory liniowo-kwadratowe
od zmiennych stanu systemu. W teorii sterowania znane s¡ algorytmy projektowania regulatorów
liniowo-kwadratowych LQR (ang. Linear Quadratic Regulator) dla liniowych systemów dynamicz-
nych. Regulator LQR jest regulatorem optymalnym na trajektoriach systemu liniowego w punk-
cie pracy. W obliczeniach regulatora LQR nie uwzgl¦dnia si¦ opó¹nie« transportowych sygnaªu
steruj¡cego i sygnaªu pomiarowego, nieliniowo±ci i niepewno±ci modelu. Powoduje to, »e w syste-
mach �zycznych zadanie stabilizacji przy pomocy klasycznego algorytmu obliczeniowego regulatora
LQR jest obarczone istotnymi bª¦dami. Wi¦kszo±¢ systemów sterowania to systemy nieliniowe,
nieizolowane z niepewno±ci¡ modelu. Praca powstaªa na bazie do±wiadcze« zawodowych autora
przy wdro»eniu sterowania przemysªowymi systemami nieliniowymi i silnie nieliniowymi [Latocha
(1998)], projektowaniu �ltrów adaptacyjnych dla pewnych klas zakªóce« niesymetrycznych [Lato-
cha (2013)], algorytmów sterowania adaptacyjnego [Latocha (2011b)], [Latocha (2016)], [Latocha
(2017)], algorytmów identy�kacji systemów dynamicznych [Latocha (2018a)] oraz algorytmów dia-
gnostyki procesów [Latocha (2018b)]. Podj¦to tematyk¦ badawcz¡ obliczenia regulatora LQR u±red-
niaj¡cego na sko«czonym przedziale czasu dla systemu silnie nieliniowego speªniaj¡cego warunek
sterowalno±ci w sensie wej±cia/wyj±cia. Ograniczona zmiana sygnaªu wej±ciowego powoduje ograni-
czon¡ zmian¦ sygnaªu na wyj±ciu systemu BIBO (ang. Bounded Input Bounded Output). W±ród
systemów nieliniowych du»¡ klas¦ stanowi¡ systemy, które nie posiadaj¡ lokalnego punktu równo-
wagi. Do postawionego problemu badawczego sformuªowano zaªo»enia i zaproponowano algorytm
obliczeniowy zaprezentowany na mi¦dzynarodowej konferencji NDC 2017 (ang. International Con-
ference on Nonlinear Dynamics and Complexity) [Latocha (2017)]. Podej±cie klasyczne bazuj¡ce na
równaniach ró»niczkowych zaw¦»a klas¦ rozwi¡za« do systemów dobrze poznanych i opisanych, nie
gwarantuj¡c stabilno±ci numerycznej ze wzgl¦du na nieliniowo±ci wynikaj¡ce z niepewno±ci modelu,
bª¦dy oblicze« numerycznych oraz sko«czenie wymiarow¡ reprezentacj¦ modelu matematycznego.
Opis nieliniowymi równaniami ró»niczkowymi systemów �zycznych jest du»ym przybli»eniem. Cz¦-
sto spotyka si¦ systemy o silnych nieliniowo±ciach [Browder (1964)], [Lions (1965)]. Uwzgl¦dniaj¡c
powy»sze uwarunkowania zaproponowano uogólnione podej±cie do zagadnie« sterowania systemami
nieliniowymi i silnie nieliniowymi, bazuj¡ce na u±rednionej skorygowanej liniowej estymacji modelu
dynamiki systemu nieliniowego o jednym wej±ciu i jednym wyj±ciu SISO w otoczeniu punktu re-
ferencyjnego. Dla powy»szych zaªo»e« mo»na wyliczy¢ obserwator w linearyzuj¡cym sprz¦»eniu
zwrotnym i regulator LQR. W pracy przyj¦to konwencj¦ stosowan¡ w �zycznych systemach stero-
wania polegaj¡c¡ na tym, »e dane wprowadzane do oblicza« s¡ danymi dyskretnymi, na których
wykonywane s¡ obliczenia wst¦pne. Wyniki oblicze« wst¦pnych konwertowane s¡ do dziedziny czasu
ci¡gªego, w której wykonywane s¡ obliczenia zaawansowane. Zastosowanie modeli czasu ci¡gªego im-
plementowanych w komputerowych systemach steruj¡cych klasy PC lub PLC [Oprzedkiewicz et al.
(2017)], które przetwarzaj¡ dane w dyskretnych krokach czasu nieznacznie pogarsza wska¹niki ja-
ko±ci. W wymienionych klasycznych systemach obliczeniowo-steruj¡cych czasu rzeczywistego, ze
wzgl¦du na priorytety wykonywania zada«, zasoby sprz¦towe nie gwarantuj¡ zapewnienia wysokiej
precyzji synchronizacji oblicze« czasie, która jest wymagana do wykonania oblicze« dyskretnych z
akceptowalnym poziomem bª¦du. Zastosowanie modeli z czasem ci¡gªym pozwala na zastosowanie
algorytmów w klasycznych systemach procesowych z klasycznymi systemami steruj¡cymi i wyko-
nawczymi bez konieczno±ci stosowania drogich rozwi¡za« synchronizacji i dystrybucji sterowania
dyskretnego, dedykowanych protokoªów steruj¡co-synchronizuj¡cych, dedykowanych ukªadów wyko-
nawczych stosowanych w technice nap¦dowej o sztywnych charakterystykach dynamicznych.
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1.1 Cel naukowy

1.1 Cel naukowy

Celem naukowym dysertacji jest opracowanie i praktyczna wery�kacja nowych algorytmów pro-
jektowania regulatorów stabilizuj¡cych dla systemów dynamicznych o charakterystykach silnie nie-
liniowych. Dla rozwi¡za« czasu rzeczywistego warunkami koniecznymi, które powinien speªnia¢
regulator, s¡: stabilno±¢ systemu w zamkni¦tej p¦tli sterowania, odporno±¢ na zmiany modelu (ang.
robust), odporno±¢ na zakªócenia procesowe, optymalno±¢, mo»liwo±¢ adaptacji. Czas wyliczania
sterowania i jego aplikacja w relacji do dynamiki sterowanego systemu nie powinny generowa¢ nie-
po»¡danych efektów zakªócaj¡cych prac¦ systemu czasu rzeczywistego. Prezentowane w pracy roz-
wi¡zania algorytmów sterowania procesami odnosz¡ si¦ do systemów o podwy»szonej niezawodno±ci
dziaªania klasy PLC, których dost¦pne zasoby i moce obliczeniowe s¡ ograniczone.

1.2 Uzasadnienie celowo±ci i wa»no±ci bada« w obszarze systemów nieliniowych

Opracowywanie wydajnych i niezawodnych algorytmów sterowania procesami nieliniowymi o zna-
cz¡cej niepewno±ci lub silnie nieliniowymi jest jednym z najwa»niejszych tematów badawczych teorii
i praktyki w automatyce. Wszystkie rzeczywiste systemy dynamiczne s¡ systemami nieliniowymi, nie
izolowanymi, niesko«czenie wymiarowymi. Analiza nieliniowych ukªadów sterowania oraz regulacji
jest trudna ze wzgl¦du na brak w wielu przypadkach analitycznych postaci rozwi¡za« równa« stanu
ukªadu dynamicznego. Najcz¦±ciej stosowan¡ metod¡ jest metoda linearyzacji modelu matematycz-
nego ukªadu nieliniowego wokóª wybranego punktu pracy w przestrzeni stanów. Linearyzacj¦ wyko-
rzystuje si¦ przy badaniach lokalnej stabilno±ci, lokalnej obserwowalno±ci oraz lokalnej sterowalno±ci
ukªadów nieliniowych [Klamka (2011)]. Sterowanie najcz¦±ciej odbywa si¦ w ustalonych punktach
pracy systemu, przy zaªo»eniu stacjonarno±ci jego parametrów, niewielkich odchyªkach sterowania i
zmiennych stanu. W podej±ciu klasycznym poprzez linearyzacj¦ bazuj¡c¡ na rozwini¦ciu w szereg
Taylora mo»na otrzyma¢ modele liniowe w punkcie pracy, które z akceptowanym poziomem bª¦dów
mo»na zastosowa¢ do projektowania regulatorów liniowych dla systemów liniowych oraz systemów
nieliniowych o nieliniowo±ciach wolno zmiennych w relacji do mo»liwo±ci dyskretyzacji. Teoria do-
tycz¡ca systemów liniowych jest dobrze poznana, opisana i kompletna. Otwartym zagadnieniem
badawczym pozostaje tematyka dotycz¡ca sterowania systemami silnie nieliniowymi w wi¦kszych
obszarach pracy, w czasie rzeczywistym przy ograniczonych zasobach obliczeniowych i ograniczonej
energii sterowania. Z powy»szych uwarunkowa« wynika konieczno±¢ prowadzenia prac badawczych
nad systemami silnie nieliniowymi, opracowanie algorytmów projektowania i budowy regulatorów
dynamicznych, które pozwol¡ uzyska¢ regulacj¦ wysokiej jako±ci i jednocze±nie zagwarantowa¢ pew-
no±¢ dziaªania w czasie rzeczywistym.
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2 Tezy rozprawy

2.1 Podstawa teoretyczna

Szybki rozwój algorytmów sterowania mo»na obserwowa¢ w klasie metod wywodz¡cych si¦ z nowo-
czesnej teorii sterowania w tym regulacji liniowej z kwadratowym wska¹nikiem jako±ci. Zastosowanie
regulacji liniowej z kwadratowym wska¹nikiem jako±ci w odniesieniu do systemów sterowanych regu-
latorem PID pozwala na optymalizacj¦ kosztów sterowania, zapewnienie wysokiej precyzji, pozba-
wione jest pami¦ci ukªadu, co jest wad¡ regulatorów PID. Moduª caªkuj¡cy regulatora PID dostro-
jony do cz¦stotliwo±ci wªasnych obiektu przy zakªóceniu o du»ej amplitudzie i krótkim czasie trwania
powoduje naliczenie du»ej warto±ci, która mo»e spowodowa¢ wej±cie regulatora rzeczywistego w stan
nasycenia, charakteryzuj¡cego si¦ wygenerowaniem sterowania, które osi¡gnie warto±¢ ograniczenia
przez dªu»szy czas, pomimo »e zakªócenie przestaªo oddziaªywa¢ na system. Stan nasycenia regu-
latora PID mo»e prowadzi¢ do oscylacji lub destabilizacji systemu. Regulator liniowo-kwadratowy-
Gaussowski (LQG, ang. Linear-Quadratic-Gaussian) jest regulatorem od stanu bazuj¡cym na pro-
blemie sterowania liniowo-kwadratowego LQR z �ltrem Kalmana jako obserwatorem stanu. Dotyczy
on systemów liniowych dziaªaj¡cych w warunkach niepewno±ci modelu, nara»onych na zakªócenia
addytywne, biaªy szum Gaussa, z niepeªn¡ informacj¡ o stanie oraz poddanych optymalizacji z
wykorzystaniem kwadratowego wska¹nika jako±ci. Rozwi¡zanie problemu sterowania optymalnego
jest jednoznaczne przy pewnych warunkach i okre±la sterowanie dla dynamicznego ukªadu liniowego
ze sprz¦»eniem zwrotnym, które mo»na obliczy¢ za pomoc¡ komputera i zaimplementowa¢ w sys-
temach steruj¡cych. Regulator LQG mo»e by¢ równie» bazowym rozwi¡zaniem dla optymalnego
sterowania ukªadami nieliniowymi, które poddawane s¡ dziaªaniu zakªóce«. Zagadnieniem, które
wymaga rozwi¡zania w sterowaniu systemów nieliniowych, jest problem precyzyjnej estymacji dyna-
miki systemu nieliniowego na szerszym horyzoncie, poza klasyczn¡ linearyzacj¡ punktow¡, która nie
zawiera informacji o szerszym otoczeniu wokóª punktu linearyzacji. Otoczenie punktu linearyzacji
jest obszarem zmiennych stanu pracy regulatora, w którym regulator kompensuje zakªócenia. W
tym otoczeniu system powinien speªnia¢ warunek sterowalno±ci. W systemach nieliniowych i silnie
nieliniowych warto±¢ wektora sterowania wyliczanego z wykorzystaniem klasycznych algorytmów
LQG poza punktem linearyzacji mo»e by¢ obarczona nieakceptowanym poziomem bª¦du w zadaniu
stabilizacji. Obliczenie regulatora LQG na przedziale nieliniowo±ci, który speªnia warunek sterowal-
no±ci systemu, jest jednym z najwa»niejszych problemów badawczych. Kolejnym bardzo wa»nym
problemem badawczym jest �ltracja zakªóce« procesowych o dystrybucji niepodlegaj¡cej prawom
Gaussa. W zwi¡zku z powy»szym na podstawie dowodów matematycznych o istnieniu rozwi¡zania
problemu regulatora liniowego dla pewnych klas systemów nieliniowych [Grabowski (2011)], [Gra-
bowski (2013)], [Grabowski (2017)], [Ahmed (1977)], [Browder (1964)], [Corn (2007)], [Huang et al.
(2008)], [Julier and Uhlmann (2004)], [Khalil (1996)], [Khalil (2015)], [Sastry (1999)], [Slotine and
Li (1991)], [Duda (2017)] postawiono tezy o mo»liwo±ci zbudowania ukªadu regulacji posiadaj¡cego
wªasno±ci u±redniaj¡ce [Latocha (2017)], [Latocha (2018a)], [Latocha (2018b)] w otoczeniu punktu
referencyjnego. Na podstawie dowodów matematycznych o istnieniu obserwatorów koryguj¡cych
dla systemów niepewnych i nieliniowych zawartych w pracach [Khalil (2015)], [Khalil and Hassan
(2017)], [Lewis (1986)], [Tan and Edwards (2002)], [Zheng et al. (2017)] postawiono tez¦ o mo»li-
wo±ci zbudowania obserwatora stanu, którego estymaty b¦d¡ zbie»ne asymptotycznie do warto±ci
u±rednionej.
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2.2 Tezy

Hipoteza 1. Mo»liwe jest zbudowanie obserwatora stanu, który b¦dzie posiadaª wªasno±ci u±rednia-
nia, minimalizuj¡ce ±redniokwadratowy bª¡d estymacji dla wybranych klas sko«czenie wymiarowych
nieliniowych SISO systemów dynamicznych w zadaniu stabilizacji.

Hipoteza 2. Mo»liwe jest opracowanie algorytmu budowy regulatora stabilizuj¡cego czasu rzeczywi-
stego dla wybranych klas sko«czenie wymiarowych nieliniowych SISO systemów dynamicznych.

2.3 Prognozowane obszary zastosowa«

Omawiany w pracy problem sterowania dotyczy systemów �zycznych, dla których projektowane s¡
systemy steruj¡ce o podwy»szonej niezawodno±ci dziaªania, np. PLC itp. Dostrzegalnym trendem
w systemach sterowania procesami jest d¡»enie do zapewnienia bezpiecze«stwa (ang. Safety In-
tegrated) i osi¡gni¦cia lepszych wska¹ników jako±ci. Realizacja wymienionych celów wi¡»e si¦ nie
tylko z wykonaniem sprz¦towym systemów o podwy»szonej niezawodno±ci dziaªania, ale równie»
z formalizmem j¦zyków programowania zawartym w normach IEC 61131, zastosowaniem algoryt-
mów obliczeniowych, w których zwraca si¦ uwag¦ na uwarunkowania matematyczne i numeryczne
zapewniaj¡ce wysok¡ dokªadno±¢ i stabilno±¢ oblicze« oraz zastosowaniem relacyjnych baz danych
wspomagania projektu CAE (ang. Computer Aided Engineering), systemów ekspertowych, które
pomagaj¡ rozwi¡zywa¢ zªo»one problemy w oparciu o reguªy przetwarzania i analizy baz wiedzy.
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3 Klasyczne metody sterowania

Sterowanie polega na takim oddziaªywaniu na dany obiekt, aby osi¡gn¡¢ okre±lony cel. Samo ste-
rowanie nie wi¡»e si¦ zwykle bezpo±rednio z wydatkiem energii, ma raczej posta¢ sygnaªu informa-
cyjnego. Efekty sterowania mog¡ by¢ powi¡zane ze zmianami energii lub przemianami materii, ze
zmianami stanu lub wªa±ciwo±ci obiektu. Koncepcje teorii sterowania, które znajduj¡ wspóªcze±nie
zastosowanie, mo»na uj¡¢ w grupy:

� grupa zagadnie« zwi¡zanych z zaawansowaniem metod sterowania PID: odsprz¦ganie PID,
kompensacja czasu martwego, harmonogramowanie wzmocnienia, automatyczne dostrajanie
regulacji PID.

� grupa metod wywodz¡ca si¦ z nowoczesnej teorii sterowania: regulacja LQG (ang. Linear Qu-
adratic Gaussian), obserwatory stanu, �ltr Kalmana, sterowanie predykcyjne (MPC, ang. Mo-
del Predictive Control), sterowanie adaptacyjne, sterowanie i analiza z norm¡ H-niesko«czono±¢,
sterowanie powtarzalne, sterowanie ±lizgowe, dokªadna linearyzacja i sterowanie, sterowanie z
optymalizacj¡, identy�kacja parametrów.

W rozdziale przedstawiono stan bada« dla wybranych, najcz¦±ciej spotykanych rozwi¡za« stosowa-
nych w sterowaniu systemów nieliniowych. Fundamentalna analiza teorii sterowania i stanu ba-
da« dla systemów nieliniowych zostaªa opisana w publikacjach: [Klamka (2002)], [Klamka (2011)],
[Klamka et al. (2013)], [Klamka et al. (2015)], [Zak (2003)], [Ahmed (1977)], [Seborg et al. (1989)],
[Slotine and Li (1991)], [Corn (2007)], [Franklin et al. (1990)], [Kailath (1980)], [Khalil (1996)], [Kha-
lil (2015)], [Khalil and Hassan (2017)], [Sastry (1999)], [Curtain et al. (2017)], [Grabowski (2011)],
[Grabowski (2013)], [Grabowski (2017)], [Figwer (2009)].
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3.1 Regulatory czasowo optymalne

3.1 Regulatory czasowo optymalne

3.1.1 Klasyczny ukªad regulacji PID

Klasyczny ukªad regulacji PID posiada struktur¦ jak na rysunku (Rys. 1), mo»e by¢ opisany rów-
naniem jawnym funkcji czasu (1) lub równaniem operatorowym (2) (Rys. 2).

Rysunek 1: Schemat klasycznej struktury regulacji z regulatorem PID.

u(t) = Ke(t) +
1

Ti

t�
0
e(t)dt+ Td

de(t)

dt
(1)

GPID(s) = Kp +
1

Tis
+ Tds =

KpTis+ 1 + TdTis
2

Tis
(2)

Rysunek 2: Schemat blokowy regulatora PID w formie operatorowej.

Regulator PID jest regulatorem nad¡»nym, minimalizuj¡cym bª¡d regulacji w funkcji czasu. Re-
gulatory PID s¡ wykorzystywane do stabilizacji systemów w punkcie pracy oraz do regulacji nad¡»-
nej, ±ledz¡cej trajektori¦ sygnaªu referencyjnego (ang. Tracking). Przyjmuje si¦, »e zakres regulacji
dla optymalnych nastaw regulatora nie powinien przekracza¢ 10% odchyªki od warto±ci referencyjnej.
Poza preferowanym zakresem wska¹niki jako±ci regulacji ulegaj¡ znacz¡cemu pogorszeniu. Idealny
regulator PID reprezentuje czªon nieprzyczynowy. W zastosowaniach przemysªowych spotyka si¦
mody�kacje regulatora PID z ograniczeniami. Klasyczne systemy jednoregulatorowe mo»na dostroi¢
do zakªóce« o okre±lonej wariancji i charakterystyce spektralnej.
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3.1.2 Kaskadowy ukªad regulacji

W zªo»onych systemach zale»nych spotyka si¦ kaskadowe ukªady regulacji, które maj¡ na celu po-
praw¦ dynamiki regulacji. Wyj±cie regulatora wiod¡cego wprowadza warto±¢ referencyjn¡ do ko-
lejnego regulatora steruj¡cego. Kaskadowe sprz¦»enia zwrotne najcz¦±ciej stosuje si¦ od wielko±ci
szybkozmiennych (regulator PID3) w torze sterowania, najkrótsza p¦tla regulacji oznaczona funkcj¡
d2y
dt (Rys. 3), poprzez wielko±ci o mniejszej dynamice zmian (±rodkowa p¦tla regulacji oznaczona

funkcj¡ dy
dt ), do gªównej p¦tli regulacji-stabilizacji warto±ci referencyjnej. Sygnaªy w kaskadowym

ukªadzie regulacji mog¡ pochodzi¢ od zmiennych stanu (Rys. 3) lub od warto±ci procesowych sys-
temu o ró»nej dynamice.

Rysunek 3: Kaskadowy ukªad regulacji PID.

3.1.3 Ukªad ze sprz¦»eniem do przodu w torze zakªócenia

Spotyka si¦ dedykowane struktury regulacji wykorzystuj¡ce dodatkowe sprz¦»enia. Struktura regu-
lacji ze sprz¦»eniem do przodu w torze zakªócenia (feedforward) znajduje zastosowanie w ukªadach
regulacji, w których warto±¢ zakªóce« jest mierzalna. Umo»liwia kompensacj¦ wpªywu zakªóce« w
dodatkowej p¦tli sprz¦»enia [Lurie and Enright (1986)]. Gdzie F,W,G s¡ odpowiednio funkcjami
obiektu regulacji i sprz¦»enia np. w formie transmitancji operatorowej [Byrski (2007)].

Rysunek 4: Ukªad ze sprz¦»eniem do przodu w torze zakªócenia.

3.1.4 Ukªad ze sprz¦»eniem do przodu w torze nad¡»ania

Struktura regulacji ze sprz¦»eniem do przodu w torze nad¡»ania znajduje zastosowanie w ukªadach
regulacji nad¡»nej, w których wymagane jest szybkie nad¡»anie za warto±ci¡ referencyjn¡ i dokªadna
stabilizacja [Lurie and Enright (1986)].
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Rysunek 5: Ukªad ze sprz¦»eniem do przodu w torze nad¡»ania.

3.1.5 Struktura regulacji z modelem wewn¦trznym

Struktura regulacji z modelem wewn¦trznym skªada si¦ z dwup¦tlowego ukªad regulacji zawieraj¡-
cego model wewn¦trzny (ang. IMC Internal Model Control) [Morari and Za�riou (1989)] zapewnia
odporno±¢ ukªadu regulacji ze wzgl¦du na niepewno±¢ modelu procesu. Wytyczne do strojenia struk-
tury IMC zostaªy podane w publikacji [Seborg et al. (1989)].

Rysunek 6: Struktura ukªadu regulacji IMC z modelem wewn¦trznym.

3.1.6 Zmody�kowana struktura regulacji z modelem wewn¦trznym

Struktura regulacji (MFC ang. Model Following Control) [Sugie and Osuka (1993)] (Rys. 7) realizuje
funkcj¦ korekcyjn¡ opisan¡ wzorem (3).

y(s) =
RMGM

1 +RMGM
r(s) +

1

1 +RkG
z(s) (3)

Dla GM = G nast¦puje rozseparowanie wpªywu regulatora RM dla nad¡»ania za trajektori¡ refe-
rencyjn¡ r i regulatora Rk w torze zakªócenia [Byrski (2007)]. Dynamik¦ toru sterowania i toru
kompensacji zakªóce« mo»na ksztaªtowa¢ niezale»nie.

Rysunek 7: Struktura regulacji MFC z modelem wewn¦trznym i regulatorem korekcyjnym.
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3.2 Regulator od stanu

Sterowanie minimalno-kwadratowe jest to sterowanie stabilizuj¡ce, którego celem jest zmiana stanu
ukªadu, tak aby minimalizowa¢ kryterium wska¹nika jako±ci (7) na trajektoriach systemu [Mitkow-
ski (1984)]. Regulator liniowo-kwadratowy (LQR, ang. Linear-quadratic regulator) jest to regu-
lator ze sprz¦»eniem zwrotnym, który okre±la rozwi¡zanie optymalne dla tzw. problemu liniowo-
kwadratowego LQ, to jest dla przypadku, w którym ukªad dynamiczny zostaª opisany przez ukªad
liniowych równa« ró»niczkowych (4, 5), a koszt sterowania, który ma by¢ zminimalizowany zgodnie
z zasadami teorii sterowania optymalnego, opisany jest funkcjonaªem kwadratowym (7) (wersja z
niesko«czonym horyzontem).

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (4)

y(t) = Cx(t) +Du(t); (5)

gdzie

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rr×n, D ∈ Rr×m (6)

Równanie wska¹nika kosztu dla problemu regulatora liniowo-kwadratowego na niesko«czonym hory-
zoncie przyjmuje posta¢ (7) przy zaªo»eniu, »e system jest obserwowalny i sterowalny (11, 9).

J =

∞�

0

(xTQx+ uTRu)dt, (7)

Jako algebraiczne kryteria sterowalno±ci i obserwowalno±ci przyjmuje si¦ kryteria Kalmana (9), (11),

Ωs = [B AB ... An−1B] (8)

rank(Ωs) = n, (9)

Ωo =


C
CA
...

CAn−1

 (10)

Obserwowalno±¢ jest wªasno±ci¡ ukªadu sterowania mówi¡c¡, czy na podstawie odczytu sy-
gnaªu steruj¡cego oraz odczytu sygnaªu wyj±ciowego mo»liwe jest okre±lenie wewn¦trznego stanu
obiektu. Znajomo±¢ tego stanu jest wa»na w przypadku stosowania algorytmu estymacji minimalno-
kwadratowej. Je±li ukªad jest obserwowalny, to jest i wykrywalny. Dla ukªadu wykrywalnego mo»liwe
jest skonstruowanie obserwatora, który na podstawie warto±ci wej±cia i wyj±cia b¦dzie estymowaª
zmienne stanu.

rank(Ωo) = n, (11)

gdzie r to liczba wyj±¢. Z zaªo»e« dotycz¡cych sterowalno±ci (11) i obserwowalno±ci (9) wynika, »e do
rozwi¡zania problemu sterownia optymalnego (7) warunkiem koniecznym jest informacja o peªnym
stanie systemu. Peªny stan systemu o jednym wej±ciu i jednym wyj±ciu SISO (Rys. 8) mo»na opisa¢
równaniem ró»niczkowym (12)
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3.2 Regulator od stanu

Rysunek 8: Schemat blokowy ukªadu dynamicznego.

any
n(t)+an−1y

(n−1)(t)+. . .+a1y
(1)(t)+a0y(t) = bmu

(m)(t)+bm−1u
(m−1)(t)+. . .+b1u

(1)(t)+b0u(t),
(12)

n∑
i=0

ai
d(i)y(t)

dt(i)
=

m∑
l=0

bi
d(l)u(t)

dt(l)
. (13)

Stosuj¡c podstawienie zmiennych

x1 = y, (14)

x2 = ẋ1, (15)

xn = ẋn−1, (16)

równanie ró»niczkowe (12) n-tego rz¦du mo»emy zapisa¢ jako n-równa« ró»niczkowych pierwszego
rz¦du (4), w których stan ukªadu przedstawiany jest zwykle jako wektor xT = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Rn
reprezentuj¡cy pami¦¢ ukªadu. Znaj¡c stan ukªadu oraz sterowanie, mo»na okre±li¢ stan, który
ukªad osi¡gnie po zadanym czasie. Dla ukªadu regulacji opisanego ukªadem równa« ró»niczkowych
(4) rozwi¡zanie dane jest funkcj¡

x(t) = eAtx(0)+

t�
0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ. (17)

Sterowanie optymalne ze sprz¦»eniem zwrotnym minimalizuj¡ce wska¹nik kosztu (7) okre±lone jest
przez prawo sterowania

u(t) = −Kx(t), (18)

gdzie wzmocnienie regulatora K dane jest równaniem

K = R−1BTP. (19)

Kwadratow¡ macierz P mo»na wyznaczy¢, rozwi¡zuj¡c algebraiczne równanie Riccatiego (20)

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0, (20)

Algebraiczne równanie Riccatiego okre±la rozwi¡zanie dla dwóch najbardziej fundamentalnych pro-
blemów teorii sterowania:

� stacjonarnego regulatora liniowo-kwadratowego (LQR) z niesko«czonym horyzontem,

� stacjonarnego regulatora liniowo-kwadratowego-Gaussowskiego (LQG) z niesko«czonym hory-
zontem.
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3.2 Regulator od stanu

Rozwi¡zuj¡c algebraiczne równanie Riccatiego, otrzymujemy wzór na prawo sterownia (18) w punkcie
x0(t) dla t∈ [t0, t∞]. W literaturze spotyka si¦ alternatywne rozwi¡zania optymalizacji sterowania.
Opisany jest algorytm doboru wzmocnienia regulatora dla systemu SISO wg wzoru Ackermanna
poprzez lokowanie warto±ci wªasnych wielomianu charakterystycznego ukªadu (Lemat 1), (24) w
zamkni¦tej p¦tli sprz¦»enia zwrotnego [Kailath (1980)]. Wzór Ackermanna (ang. Ackermann's
formula) � algorytm, przedstawiony w 1972 roku, stosowany do lokowania biegunów w ukªadach ze
sprz¦»eniem zwrotnym od stanu.

Lemat 1. Niech dany b¦dzie ukªad liniowy ze sprz¦»eniem zwrotnym:

u = −KAckerx (21)

gdzie u jest wektorem sterowa«, x wektorem stanu, K wektorem wzmocnie«. Podstawienie do równa«
stanu regulowanego ukªadu daje zale»no±¢:

ẋ = Ax−BKAckerx (22)

Wzór Ackermanna jest metod¡ doboru warto±ci wzmocnie« K w taki sposób, aby mo»na byªo wpªywa¢
na poªo»enie biegunów ukªadu regulowanego SISO. Je±li ukªad (22) jest sterowalny, mo»na arbitralnie
dobra¢ bieguny dla wzmocnienia K w ukªadzie z ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym (21), korzystaj¡c
z wzoru Ackermanna

KAcker = [0 0 . . . 1]ζ−1φ(A), (23)

gdzie
[0 0 . . . 1] jest wektorem jednostkowym o dªugo±ci n
ζ = [B AB A2B · · ·An−1B] jest macierz¡ sterowalno±ci ukªadu (22)
φ(A) jest po»¡danym równaniem charakterystycznym ukªadu, wielomianem charakterystycznym

macierzy A okre±lonym wzorem

φ(A) = An + an−1A
n−1 + an−2A

n−2 + . . .+ a1A+ a0I, (24)

gdzie
I jest macierz¡ jednostkow¡
ai s¡ wspóªczynnikami wielomianu charakterystycznego takimi, »e warto±ci wªasne λi s¡ pier-

wiastkami wielomianu

(s− λ1)(s− λ2) . . . (s− λn) = sn + an−1s
n−1 + an−2s

n−2 + . . .+ a1s+ a0, (25)

Metoda doboru warto±ci wzmocnie« wg wzoru Ackermanna ma za zadanie doprowadzi¢ wektor stanu
(22) do zera dla arbitralnie przyj¦tych warto±ci wªasnych λi. Wynikiem zastosowania reguªy Acker-
manna jest optymalny dobór macierzy wzmocnienia (30) systemu SISO dla arbitralnie przyj¦tych
warto±ci wªasnych λi.
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3.3 Estymacja zmiennych stanu

3.3 Estymacja zmiennych stanu

3.3.1 Obserwator liniowy

W teorii sterowania obserwator stanu (estymator stanu) to model matematyczny ukªadu rzeczy-
wistego, który wykorzystuj¡c pomiary wej±¢ i wyj±¢, wylicza estymaty zmiennych stanu ukªadu.
Zwykle jest to model matematyczny zaimplementowany na komputerze. Znajomo±¢ stanu ukªadu
jest niezb¦dna przy rozwi¡zaniu wielu problemów teorii sterowania. Obserwowalno±¢ jest wªasno±ci¡
ukªadu sterowania mówi¡c¡, czy na podstawie odczytu sygnaªu steruj¡cego oraz odczytu sygnaªu
wyj±ciowego mo»liwe jest okre±lenie wewn¦trznego stanu obiektu. Je±li ukªad jest obserwowalny, to
jest i wykrywalny. Dla ukªadu wykrywalnego mo»liwe jest skonstruowanie obserwatora, który na
podstawie warto±ci wej±cia i wyj±cia b¦dzie estymowaª zmienne stanu. W wi¦kszo±ci przypadków
bezpo±redni pomiar warto±ci zmiennych stanu struktury wewn¦trznej systemu nie jest mo»liwy. W
systemach wykrywalnych i obserwowalnych mo»na obserwowa¢ sygnaª wej±ciowy oraz wyj±cie sys-
temu. Je±li system jest obserwowalny przy zastosowaniu obserwatora stanu, na podstawie pomiarów
wej±cia i wyj±cia, mo»na w peªni zrekonstruowa¢ stan ukªadu. Jednym z najcz¦±ciej stosowanych
obserwatorów liniowych jest obserwator Luenbergera, który posiada wªasno±¢ asymptotycznej zbie»-
no±ci estymat do zmiennych stanu (4), (5). System liniowy o jednym wej±ciu i wyj±ciu mo»na opisa¢
macierz¡ stanu w postaci kanonicznej sterowalnej (26), (27), (28), gdzie A jest macierz¡ Hurwitza.

A =


−an−1 −an−2 · · · −a0

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
0 0 · · · 0

 , (26)

B =


1
0
...
0

 , (27)

C =
[
cn−1 cn−2 · · · c0

]
. (28)

x(t) ∈ Rn; u(t) ∈ Rm; y(t) ∈ Rr, A ∈ Rn×n; B ∈ Rn×m; C ∈ Rr×n; (29)

Forma sterowalna determinuje istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za«, jest gªównym kryterium apli-
kacji w systemach sterowania. W teorii sterowania rozwi¡zanie problemu obserwatora sprowadza
si¦ do wyznaczenia macierzy wzmocnienia obserwatora tak, aby bª¡d estymacji byª asymptotycz-
nie zbie»ny do zera. Dla systemów nieliniowych najcz¦±ciej spotykanym rozwi¡zaniem estymacji
stanu jest linearyzacja systemu nieliniowego w punkcie pracy. Na system liniowy, którego zadaniem
jest estymacja dynamiki systemu nieliniowego w punkcie pracy, nakªada si¦ kryterium speªnienia
warunków sterowalno±ci (9) [Klamka et al. (2013)]. W pracy do estymacji stanu systemu nielinio-
wego zaproponowano wykorzystanie obserwatora liniowego (Rys. 9), opisanego równaniem (30) ze
wzgl¦du na wªasno±¢ asymptotycznej zbie»no±ci estymat.

.
x̂ (t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− Cx̂(t)) (30)
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3.3 Estymacja zmiennych stanu

Rysunek 9: Obserwator asymptotyczny schemat blokowy.

Zakªadaj¡c, »e stan ukªadu �zycznego speªnia równania modelu matematycznego opisanego rów-
naniami (4, 5), mo»na zauwa»y¢, »e aktualne wyj±cie ukªadu i jego przyszªy stan okre±lony jest
jedynie przez bie»¡cy stan ukªadu i bie»¡ce wej±cie ukªadu. Je±li system (4, 5) jest obserwowalny,
to wyj±cie y mo»na wykorzysta¢ do polepszenia estymaty stanu (Rys. 9). Wyj±cie obserwatora
mo»na odj¡¢ od wyj±cia obiektu, pomno»y¢ przez macierz wzmocnienia i doda¢ do równa« stanu
obserwatora. Otrzymuje si¦ obserwator Luenbergera, okre±lony przez równania (30, 34). Wyra»anie
L(y(t) − ŷ(t)) nazywa si¦ cz¦±ci¡ korekcyjn¡, a macierz L macierz¡ wzmocnienia bª¦du zbie»no±ci.
Zmienne stanu obserwatora oznacza si¦ �daszkiem�, aby mo»na je odró»ni¢ od zmiennych równa« opi-
suj¡cych system �zyczny. Obserwator jest stabilny asymptotycznie, je±li bª¡d obserwatora zmierza
do zera dla t→∞. Dla obserwatora Luenbergera bª¡d obserwatora speªnia równania (31,32).

e(t) = x̂(t)− x(t); t ∈ (t0,∞) (31)

ėL(t) = (A− LC)eL(t), (32)

eL(t)→ 0, ∀t→∞. (33)

Obserwator Luenbergera jest asymptotycznie stabilny, je±li macierz A− LC posiada tylko warto±ci
wªasne w lewej póªpªaszczy¹nie, jest macierz¡ Hurwitza, ėL → 0. Po przeksztaªceniu równanie (30)
otrzymuje posta¢

.
x̂ (t) = (A− LC)x̂(t) + Ly(t) +Bu(t) (34)

gdzie

F = A− LC. (35)

jest macierz¡ Hurwitza. Warto±ci wªasne macierzy A− LC mo»na arbitralnie dobra¢ poprzez wªa-
±ciwy wybór wzmocnienia L obserwatora (gdy para [A,C] jest obserwowalna). W literaturze opisany
jest algorytm doboru wzmocnienia obserwatora dla systemu SISO wg wzoru Ackermanna poprzez
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3.3 Estymacja zmiennych stanu

lokowanie warto±ci wªasnych macierzy A−LC [Kailath (1980)], [Byrski (2007)]. Wielomian charak-
terystyczny macierzy obserwatora F dany jest wzorem

α(s) = |sI −A+ LC| = (s− s1)(s− s2) . . . (s− sn) = sn + an−1s
n−1 + . . .+ a1s+ a0, (36)

gdzie ai wspóªczynniki wielomianu, si pierwiastki wielomianu, w zapisie macierzowym otrzymujemy

α(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0I, (37)

L = a(A)


C
CA
...

CAn−1


−1 

0
0
...
1

 . (38)

W zadaniu ±ledzenia trajektorii referencyjnej mo»na przyj¡¢ zaªo»enie, »e bª¡d (39) jest maªy, ê(t)→
0.

ê(t) = x̂(t)− x(t), (39)

Otrzymano równanie obserwatora ±ledz¡cego trajektori¦ referencyjn¡ yr(t) (40) poprzez mody�kacj¦
klasycznego równania obserwatora liniowego

.
x̂ (t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− yr(t)− Cx̂(t)). (40)

3.3.2 Filtr Kalmana

Dany jest liniowy system dynamiczny podlegaj¡cy zakªóceniowym Gaussowskim (41, 42, 43)

ẋ(t) +Ax(t) +Bu(t) +Gw(t), (41)

y(t) = Cx(t) +Du(t) +Hw(t) + ν(t), (42)

E(w) = E(ν) = 0, E(wwT ) = Q, E(ννT ) = R. (43)

Filtr Kalmana (LQF) jest optymalnym estymatorem liniowo-kwadratowym stanu ukªadu dynamicz-
nego, pracuj¡cego w obecno±ci biaªego szumu (Gaussa). Dla systemu (41, 42) estymator LQF
minimalizuje kowariancj¦ bª¦du w stanie ustalonym

P =lim
t→∞

E({x− x̂}{x− x̂}T ) (44)

Optymalny �ltr Kalmana opisany jest równaniami (45, 46) [Franklin et al. (1990)], [Lewis (1986)].

˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − Cx̂−Du) (45)

[
ŷ
x̂

]
=

[
C
I

]
x̂+

[
D
0

]
u (46)

Statyczne wzmocnienie �ltru Kalmana L okre±la si¦ zale»no±ci¡ (47), rozwi¡zuj¡c algebraiczne rów-
nanie Riccatiego na macierz P (47)
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3.3 Estymacja zmiennych stanu

L = (PCT +N)R
−1

(47)

AP + PAT − LRLT +Q = 0 (48)

gdzie

R = R+HN +NTHT +HQHT (49)

N = G(QHT +N) (50)

gdzie macierz kwadratowa P speªnia nieliniowe macierzowe równanie ró»niczkowe Riccatiego [Byrski
(2007)], [Bucy and Joseph (1968)], [Jazwinski (1970)]

Ṗ (t) = AP (t) + P (t)AT − L(t)RLT (t) +Q (51)

P (t) jest rozwi¡zaniem równania Riccatiego. Estymator wykorzystuje znane dane wej±ciowe u i
pomiary y do generowania estymaty wyj±cia ŷ i estymat stanu x̂. Estymata wyj±cia ŷ szacuje
prawdziw¡ warto±¢ na wyj±ciu systemu (42).

Rysunek 10: Schemat Filtru Kalmana.

3.3.3 Dyskretny Filtr Kalmana

Dyskretny Filtr Kalmana to algorytm rekurencyjnego wyznaczania minimalno-wariancyjnej esty-
maty wektora stanu modelu liniowego dyskretnego ukªadu dynamicznego na podstawie pomiarów
wyj±cia oraz wej±cia tego ukªadu. Przyjmuje si¦ zaªo»enie, »e zarówno pomiar, jak i proces prze-
twarzania wewn¡trz ukªadu jest obci¡»ony bª¦dem o rozkªadzie Gaussowskim. Dany jest system
dynamiczny opisany równaniami ró»nicowymi [Franklin et al. (1990)], [Lewis (1986)]

x [k + 1] = Ax [k] +Bu [k] +Gw [k] (52)

y [k] = Cx [k] +Du [k] +Hw [k] + v [k] (53)

podlegaj¡cy zakªóceniom Gausowskim o kowariancji

E(w [k]w [k]T ) = Q, E(v [k] v [k]T ) = R, E(w [k] v [k]T ) = N. (54)

Równanie estymatora stanu przyjmuje form¦ (55)

x̂ [k + 1|k] = Ax̂ [k|k − 1] +Bu [k] + L(y [k]− Cx̂ [k|k − 1]−Du [k]). (55)
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Wzmocnienie L �ltru Kalmana oblicza si¦ przez rozwi¡zanie dyskretnego równania Riccatiego

L = (APCT +N)(CPCT +R)−1 (56)

gdzie

R = R+HN +NTHT +HQHT (57)

N = G(QHT +N) (58)

Istniej¡ dwa warianty estymatorów Kalmana z czasem dyskretnym, estymator równania wyj±ciowego
przyjmuje form¦ (59)[

ŷ [k|k]
x̂ [k|k]

]
=

[
(I −MyC)
I −MxC

]
x̂ [k|k − 1] +

[
(I −My)D My

−MxD Mx

] [
u [k]
y [k]

]
(59)

gdzie macierze innowacji Mx i My zde�niowane s¡ jako:

Mx = PCT (CPCT +R)−1 (60)

My = (CPCT +HQHT +HN)(CPCT +R)−1 (61)

Mx aktualizuje predykcj¦ x̂ [k|k − 1] za pomoc¡ nowego pomiaru y[k]

x̂ [k|k] = x̂ [k|k − 1] +Mx(y [k]− Cx̂ [k|k − 1]−Du [k]), (62)

gdzie H = 0, My = CMx,

y [k|k] = Cx [k|k] +Du [k] . (63)

Estymator generuje dane wyj±ciowe ŷ [k|k − 1] oraz estymaty stanu x̂ [k|k − 1], u»ywaj¡c pomiarów
tylko do warto±ci yν = [k − 1]. Opisany estymator na równanie wyj±ciowe ªatwiej jest zaimplemen-
towa¢ w p¦tli sterowania.[

ŷ [k|k − 1]
x̂ [k|k − 1]

]
=

[
C
I

]
x̂ [k|k − 1] +

[
D 0
0 0

] [
u [k]
y [k]

]
(64)

Zaªo»enia:

� System i szum musz¡ by¢ wykrywalne (C, A)

� R > 0, Q−NR−1NT ≥ 0

� (A−NR−1C, Q−NR−1NT
) nie posiada warto±ci na osi urojonej (lub warto±ci zawieraj¡ si¦

w okr¦gu jednostkowym dla systemu dyskretnego) z notacj¡

Q = GQGT

R = R+HN +NTHT +HQHT

N = G(QHT +N)
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3.3.4 Rozszerzony Filtr Kalmana EKF

Rozszerzony �ltr Kalmana (EKF, ang. Extended Kalman Filter) [Ljung (1979)], [Huang et al. (2008)]
jest algorytmem numerycznym bazuj¡cym na obliczeniach dyskretnego �ltru Kalmana z predykcj¡
i korekcj¡ estymat. Jest przybli»onym �ltrem dla systemów nieliniowych, w oparciu o linearyzacj¦
pierwszego rz¦du, obserwatorem nieliniowym. Przyjmuje si¦ zaªo»enie, »e zarówno pomiar, jak i
proces przetwarzania wewn¡trz ukªadu jest obci¡»ony bª¦dem o rozkªadzie Gaussowskim. W pracy
[Ljung (1979)] poddano analizie zbie»no±¢ metody EKF. Wykazano, »e ogólnie szacunki mog¡ by¢
tendencyjne lub rozbie»ne. Niech f b¦dzie nieliniow¡ funkcj¡ przej±cia stanu, która opisuje ewolucj¦
stanów x z jednego kroku czasowego do drugiego (65). Nieliniowa funkcja pomiarowa h odnosi
stan x do pomiarów z(k) w k kroku czasowym (66). Warto±ci w i v oznaczaj¡ nieskorelowane
zakªócenia procesowe i pomiarowe o zerowej warto±ci ±redniej. Równania stanu i pomiarów przyjmuj¡
posta¢ (65), (66). W rozszerzonym �ltrze Kalmana modele zmiany stanu i obserwacji nie musz¡ by¢
liniowymi funkcjami stanu.

x [k] = f(x [k − 1] , u [k]) + w [k] (65)

z [k] = h(x [k]) + v [k] (66)

Gdzie w[k] i v[k] s¡ zakªóceniami zmiennych stanu procesu i obserwacji o rozkªadzie Gussowskim
z warto±ci¡ ±redni¡ równ¡ zero oraz macierz¡ kowariancji Qk i Rk, u[k] jest wektorem sterowania.
Funkcja nieliniowa f mo»e by¢ u»yta do obliczenia przewidywanego stanu z poprzedniego kroku
estymacji, podobnie funkcja h mo»e by¢ u»yta do obliczenia przewidywanego wyj±cia od przewi-
dywanego stanu. Wyliczana jest macierz cz¡stkowych pochodnych (jakobian). W ka»dym kroku
stopie« jakobianu jest szacowany z aktualn¡ predykcj¡ stanu. Algorytm EKF linearyzuje nieliniow¡
funkcj¦ wokóª bie»¡cego oszacowania. Algorytm rozszerzonego �ltru Kalmana mo»na zapisa¢ w
postaci równa« rekurencyjnych.

Predykcja estymaty stanu

x̂[k + 1|k] = f(x̂ [k − 1|k − 1] , u [k]) (67)

Predykcja estymaty kowariancji

P [k + 1|k] = FkPk−1|k−1F
T
k +Qk (68)

Aktualizacja pomiaru.
Aktualizacja dyskretnej warto±ci czasu k → k + 1
Innowacja lub pomiar resztkowy

ỹ[k] = z[k]− h(x̂[k|k − 1]) (69)

Innowacja kowariancji (lub rezydualna)

S [k] = H[k]P [k|k − 1]HT
k +Rk (70)

Suboptymalne wzmocnienie Kalmana

K[k] = P [k|k − 1]HT
k S
−1
k (71)

Aktualizacja predykcji stanu
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x̂k|k = x̂k|k−1 +Kkỹk (72)

Aktualizacja estymaty kowariancji

Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1 (73)

gdzie zmiana stanu i macierze obserwacji okre±lone s¡ jakobianem

Fk =
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
x̂[k−1|k−1], u[k]

(74)

Hk =
∂h

∂x

∣∣∣∣∣
x̂[k|k−1]

(75)

Rozszerzony �ltr Kalmana nie jest optymalnym estymatorem dla systemu nieliniowego. Algorytm
jest wra»liwy na wst¦pne oszacowanie stanu, modelowanie procesu, warto±¢ macierzy kowariancji.
Zaburzenia tych warto±ci wpªywaj¡ na dokªadno±¢ �ltru, mog¡ powodowa¢ rozbie»no±¢ i niestabil-
no±¢ [Ljung (1979)], [Bania and Baranowski (2016)]. Szacowanie macierzy kowariancji wykazuje ten-
dencj¦ do niedoszacowania warto±ci, co jest przyczyn¡ obci¡»enia estymatorów. Problematycznym
zagadnieniem w zastosowaniu EKF jest aktualizacja pomiaru po predykcji estymaty kowariancji.
W stanie nieustalonym estymata kowariancji jest obci¡»ona, warto±¢ obci¡»onej estymaty kowarian-
cji wpªywa na obci¡»enie innowacji i aktualizacji predykcji stanu. W systemach wolno-zmiennych
speªniaj¡cych warunek Lipschitza (76) wpªyw obci¡»enia estymatorów mo»na pomin¡¢

|f(x1)− f(x2)| ≤ L|x1 − x2|; x1, x2 ∈ R, (76)

gdzie L jest staª¡. W systemach silnie nieliniowych nie speªniaj¡cych warunku Lipschitza obci¡-
»enie estymatorów mo»e by¢ ¹ródªem powstawania nieakceptowalnych warto±ci bª¦dów, które mog¡
prowadzi¢ do destabilizacji systemu w ukªadzie regulacji z estymacj¡ stanu (67). Aby wyeliminowa¢
problemy wyst¦puj¡ce w algorytmie rozszerzonego �ltru Kalmana, powstaªo wiele mody�kacji.

� Iterative extended Kalman �lter � usprawnia linearyzacj¦ rozszerzonego �ltru Kalmana, rekur-
sywnie mody�kuj¡c punkt ±rodkowy ekspansji Taylora. Zmniejsza bª¡d linearyzacji kosztem
zwi¦kszonych wymaga« obliczeniowych.

� Robust extended Kalman �lter� zawiera algorytm usprawniaj¡cy rozwi¡zanie algebraicznego
równania Riccatiego, z warunkiem optymalizacji dla stabilno±ci, stabilno±¢ uzyskuje si¦ przez
wybranie pozytywnie okre±lonego warunku rozwi¡zania algebraicznego równania Riccatiego dla
macierzy wzmocnienia. Dodatkowy warunek jest sparametryzowany za pomoc¡ skalaru, który
mo»na mody�kowa¢, uzyskuj¡c kompromis mi¦dzy kryteriami bª¦du ±redniokwadratowego i
maksymalnego [Einicke and White (1999)].

� Invariant extended Kalman �lter (IEKF) � jest zmody�kowan¡ wersj¡ EKF dla nieliniowych
systemów posiadaj¡cych symetrie (lub niezmienniki). �¡czy zalety zarówno EKF, jak i �l-
trów utrzymuj¡cych symetri¦. Zamiast stosowania liniowego skªadnika korekcji opartego na
liniowym bª¦dzie wyj±ciowym IEKF wykorzystuje geometrycznie dostosowane poj¦cie korekcji
oparte na niezmiennym bª¦dem wyj±ciowym; w ten sam sposób macierz wzmocnienia nie jest
aktualizowana z bª¦du stanu liniowego, ale z niezmiennego bª¦du stanu. Gªówn¡ zalet¡ jest to,
»e równania wzmocnienia i kowariancji zbiegaj¡ si¦ do warto±ci staªych na znacznie wi¦kszym
zbiorze trajektorii ni» punkty równowagi, jak ma to miejsce w przypadku EKF, co skutkuje
lepsz¡ zbie»no±ci¡ estymacji.
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3.3 Estymacja zmiennych stanu

� Unscented Kalman �lter (UKF) � jest nieliniowym �ltrem Kalmana, który obiecuje popraw¦ w
stosunku do EKF. W UKF g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa jest aproksymowana przez determi-
nistyczne próbkowanie punktów, które reprezentuj¡ podstawowy rozkªad Gaussa. Nieliniowa
transformacja tych punktów ma na celu oszacowanie rozkªadu a posteriori, którego momenty
mo»na nast¦pnie wyprowadzi¢ z transformowanych próbek. Transformacja jest znana jako
bezzapachowa transformacja. UKF wydaje si¦ bardziej solidny i dokªadniejszy ni» EKF przy
szacowaniu bª¦du we wszystkich kierunkach [Julier and Uhlmann (2004)].
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4 Sterowanie systemami nieliniowymi i silnie nieliniowymi

4.1 Silna nieliniowo±¢

Poj¦cie silnej nieliniowo±ci jest cz¦sto spotykane w literaturze. Autorzy za pomoc¡ poj¦cia silnej
nieliniowo±ci najcz¦±ciej okre±laj¡ systemy (77), (78), w których nie s¡ speªnione klasyczne zaªo»enia
teorii sterowania nieliniowego.

ψ = f(ξ(t), u(t)); u ∈ R, ξ ∈ R, ψ ∈ R (77)

gdzie ξ jest wektorem stanu, równanie wyj±cia dane jest zale»no±ci¡

y = g(ψ, u). (78)

Okre±lenie silnej nieliniowo±ci wprowadziª w literaturze [Ton (1971)], w oparciu o badania [Brow-
der (1964)] i [Lions (1965)] nad teori¡ operatorów monotonicznych zde�niowanych na re�eksyjnych
separowalnych przestrzeniach Banacha.

De�nicja 1. Przestrze« re�eksyjna [Conway (1990)] � przestrze« unormowana X, o tej wªasno±ci,
»e kanoniczne wªo»enie w drug¡ przestrze« sprz¦»on¡

κX : X → X∗∗ (79)

dane wzorem

〈κX(x), f〉 = 〈f, x〉 ; x ∈ X, f ∈ X∗ (80)

jest suriektywne (a zatem z izometryczno±ci, jest ono wówczas izometrycznym izomor�zmem).

De�nicja 2. Izomor�zm (gr. isos � równy, morphe � ksztaªt) = funkcja wzajemnie jednoznaczna z
jednego obiektu matematycznego w drugi, która zachowuje funkcje, relacje i wyró»nione elementy.
Grupy izomor�czne maj¡ identyczne struktury, ró»ni¡ si¦ jedynie oznaczeniem swoich elementów
[Bronsztejn et al. (2007)].

De�nicja silnej nieliniowo±ci wg [Browder (1964)] i [Lions (1965)] jest istotna w prezentowanej
w pracy, poniewa» problem nieliniowo±ci zostaª uogólniony na systemy nieci¡gªe, nieró»niczkowalne,
w których mo»na wyró»ni¢ struktury liniowe zde�niowane na liniowych przestrzeniach unormowa-
nych, powi¡zane zale»no±ciami funkcyjnymi, które determinuj¡ powtarzalno±¢ odpowiedzi systemu z
akceptowalnym poziomem bª¦du. Z du»ym prawdopodobie«stwem mo»na przyj¡¢, »e model zlineary-
zowany jest modelem obci¡»onym bª¦dami niedoszacowania lub przeszacowania staªych czasowych
i wzmocnienia. Z powy»szych wzgl¦dów gªównym problemem w linearyzacji systemów nieliniowych
jest dokªadnie odwzorowanie dynamiki systemu nieliniowego wokóª punktu referencyjnego, które jest
warunkiem koniecznym, ale nie wystarczaj¡cym. Zgodnie z zaªo»eniem optymalizowanego po tra-
jektoriach systemu wska¹nika kosztu (7) regulator LQR pracuje minimalizuj¡c bª¡d. W przypadku
niedokªadnego modelu systemu regulator LQR obliczony wedªug wska¹nika (7) mo»e nie speªni¢ kry-
terium sterowalno±ci (model niedoszacowany) lub generowa¢ przesterowania prowadz¡ce do oscyla-
cji i destabilizacji systemu (model przeszacowany). W pracy [Khalil (2015)] w rozdziale �High Gain
Observer� przeprowadzono dowód matematyczny poparty przykªadami obliczeniowymi na istnienie i
stabilno±¢ obserwatora liniowego o du»ym wzmocnieniu dla systemu niepewnego, nieliniowego, który
posiada wªasno±ci kompensuj¡ce niedokªadno±ci modelu.
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4.2 Linearyzacja systemów nieliniowych i silnie nieliniowych

4.2 Linearyzacja systemów nieliniowych i silnie nieliniowych

Zªo»ono±¢ systemów nieliniowych i silnie nieliniowych powoduje, »e systemy które mo»na opisa¢
znanymi równaniami ró»niczkowymi, stanowi¡ klas¦ podsystemów w±ród systemów nieliniowych.
Z klasy systemów nieliniowych opisanych równaniami ró»niczkowymi mo»na wyró»ni¢ klas¦ syste-
mów nieliniowych, dla których opisuj¡ce je równania ró»niczkowe posiadaj¡ znane rozwi¡zania. Z
powy»szych wzgl¦dów w pracy zaproponowano uogólnione podej±cie do linearyzacji ka»dej z klas
systemów nieliniowych, które speªniaj¡ warunek sterowalno±ci w sensie BIBO. Zaproponowano line-
aryzacj¦ opart¡ na algorytmie estymacji dynamiki modelu systemu nieliniowego SISO wokóª punktu
referencyjnego, sko«czenie wymiarowym modelem liniowym. Tego typu odwzorowania w matema-
tyce okre±lane s¡ rzutem lub projekcj¡. Projekcj¡ w matematyce nazywane jest mapowanie zbioru
lub innej struktury matematycznej do podzbioru lub podstruktury. Szczególnym przypadkiem rzu-
towania s¡ odwzorowania w przestrzeni Hilberta H.

De�nicja 3. [Bronsztejn et al. (2007)] Niech H0 b¦dzie podprzestrzeni¡ w przestrzeni Hilberta H.
Wtedy na mocy twierdzenia o rzucie dla ka»dego x ∈ H mo»emy zde�niowa¢ jego rzut x′ na H0 oraz
operator P z H w H0 taki, »e Px = x′. P nazywamy rzutem lub projekcj¡ na H0. Operator P jest
liniowy i ci¡gªy oraz ||P || = 1. Operator liniowy ci¡gªy P w H jest rzutem na pewn¡ podprzestrze«
wtedy i tylko wtedy, gdy:

P = P ∗, tzn »e P jest samosprz¦»ony
P 2 = P , tzn »e P jest idempotentny (wªa±ciwo±¢ pewnych operacji, która pozwala na ich wielo-

krotne stosowanie bez zmiany wyniku)
Podprzestrzeni¡ przestrzeni Hilberta nazywamy jej domkni¦t¡ podprzestrze« liniow¡.
W systemach �zycznych nie izolowanych, które s¡ systemami niesko«czenie wymiarowymi, nie

mo»na zaªo»y¢ istnienia operatora rzutowania wg (De�nicji 3) sprz¦»onego lub samosprz¦»onego. Dla
celów linearyzacji przyj¦to uogólnion¡ de�nicj¦ projekcji, która jest przeksztaªceniem jednostronnym,
nieodwracalnym z akceptowalnym poziomem bª¦dem. Wªa±ciwo±ci projekcji zostaªy u»yte do line-
aryzacji modelu dynamiki systemów nieliniowych SISO lokalnie obserwowalnych i sterowalnych w
otoczeniu punktu referencyjnego.

4.2.1 Linearyzacja statyczna Taylora

Klasyczne rozwi¡zania bazuj¡ na linearyzacji punktowej poprzez rozwini¦cie funkcji w szereg Taylora.
Zaªó»my, »e znany jest model dynamiki ukªadu opisany zale»no±ci¡

dy

dt
= f(u, y) (81)

Liniowa aproksymacja ukªadu mo»e by¢ wykonana poprzez rozwini¦cie funkcji (81) w szereg Tay-
lora. Przy zaªo»eniu pomijalnego wpªywu pochodnych wysokiego rz¦du mo»na odrzuci¢ rozwini¦cia
skªadników nieliniowych wysokiego rz¦du.

f(u, y) ≈ f(u0, y0) +
∂f(u, y)

∂u

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u− u0) +
∂f(u, y)

∂y

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(y − y0) (82)

W punkcie linearyzacji wyst¦puje stan ustalony, element statyczny mo»na opisa¢ stacjonarnym rów-
naniem algebraicznym (83).

f(u0, y0) = 0 (83)

25
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Zgodnie z równaniem (83) pierwszy skªadnik prawej strony równania (82) jest równy zero. Wobec
tego równanie (82) przyjmuje posta¢:

f(u, y) =
∂f(u, y)

∂u

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u− u0) +
∂f(u, y)

∂y

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(y − y0) (84)

po wprowadzeniu do równania (82) otrzymujemy rozwini¦cie w punkcie. Przeksztaªcaj¡c równanie
(84), mo»na je zapisa¢ w postaci równania linii prostej (85) linearyzuj¡cej nieliniow¡ charakterystyk¦
statyczn¡ wokóª punktu pracy (x0, y0).

y = y0 −
∂f(u,y)
∂u

∂f(u,y)
∂y

∣∣∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u− u0) (85)

Jest to linearyzacja statyczna nie uwzgl¦dniaj¡ca dynamiki systemu, co w przypadku systemów o
silnych nieliniowo±ciach jest ¹ródªem nieakceptowalnych bª¦dów.

4.2.2 Linearyzacja dynamiczna Taylora

Zaªó»my, »e system posiada punkt referencyjny równowagi (u0, y0), który przyjmujemy jako punkt
pracy. Dynamik¦ systemu mo»na opisa¢ stacjonarnym równaniem ró»niczkowym

f(u, u̇, . . . , u(m), y, ẏ, . . . , y(n)) = 0; m ≤ n (86)

Zakªadaj¡c istnienie pochodnych n-tego rz¦du wzgl¦dem argumentów, mo»na wykona¢ linearyzacj¦
równania (86) poprzez rozwini¦cie funkcji f w szereg Taylora [Bronsztejn et al. (2007)] w otoczeniu
statycznego punktu pracy (u0, 0, . . . , 0, y0, 0, . . . , 0) i odrzucenie skªadników nieliniowych rozwini¦cia
szeregu Taylora. W statycznym punkcie pracy z de�nicji mo»emy przyrówna¢ wszystkie pochodne
do zera, po przyrównaniu otrzymujemy równanie charakterystyki statycznej

f(u, 0, . . . , 0, y, 0, . . . , 0) = 0, (87)

które jest prawdziwe dla statycznego punktu pracy

f(u0, 0, . . . , 0, y0, 0, . . . , 0) = 0. (88)

Rozwini¦cie funkcji (86) w szereg Taylora w otoczeniu statycznego punktu pracy (x0, y0) mo»na
przedstawi¢ w formie:

f(u, u̇, . . . , u(m), y, ẏ, . . . , y(n)) = f(u0, 0, . . . , 0, y0, 0, . . . , 0)+

∂f

∂u

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u− u0) +
∂f

∂u̇

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u̇− 0) + . . .+
∂f

∂u(m)

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u(m) − 0)+

∂f

∂y

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(y − y0) +
∂f

∂ẏ

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(ẏ − 0) + . . .+
∂f

∂y(n)

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(y(n) − 0) +R, (89)

gdzie R skªadniki nieliniowe rozwini¦cia funkcji w szereg Taylora. Po odrzuceniu skªadników nieli-
niowych w równaniu (89) dla warunków pocz¡tkowych (87), (88) równanie (89) mo»na przeksztaªci¢
do postaci
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f(u, u̇, . . . , u(m), y, ẏ, . . . , y(n)) =
∂f

∂u

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(u−u0)+
∂f

∂u̇

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

u̇+. . .+
∂f

∂u(m)

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

u(m)+

∂f

∂y

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

(y − y0) +
∂f

∂ẏ

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

ẏ + . . .+
∂f

∂y(n)

∣∣∣∣ u = u0
y = y0

y(n) (90)

Równanie (90) jest zlinearyzowanym równaniem, w otoczeniu statycznego punktu pracy (u0, y0)
systemu dynamicznego opisanego równaniami ró»niczkowymi (86). Równanie (90) uwzgl¦dnia dy-
namik¦ systemu, ale posiada ograniczenia (87), (88), które zakªadaj¡, »e system jest izolowany,
posiada punkt pracy, który speªnia zaªo»enia punktu równowagi systemu o zerowych warunkach
pocz¡tkowych. Takie uwarunkowania zaw¦»aj¡ zastosowanie linearyzacji Taylora do klasy syste-
mów dynamicznych speªniaj¡cych powy»sze restrykcyjne zaªo»enia. Speªnienie zaªo»e« linearyzacji
Taylora postuluje �zyczne istnienie ukªadów, w których nie dziaªaj¡ siªy lub suma oddziaªywa« si¦

zeruje
∞∑
i=1

Fi = 0. W obecnym stanie bada« �zyki nie stwierdzono istnienia ukªadów izolowanych

o takich wªasno±ciach. W klasycznej linearyzacji systemów silnie nieliniowych poprzez rozwini¦cie
w sko«czony szereg Taylora funkcja liniowa obci¡»ona jest istotnymi bª¦dami, nie mo»na pomin¡¢
czªonów nieliniowych wysokiego rz¦du, linearyzacja obejmuje charakterystyk¦ statyczn¡ lub zakªada
zerowe warunki pocz¡tkowe w przypadku linearyzacji dynamiki systemu. Powy»sze ograniczenia
sprawiaj¡, »e zastosowanie linearyzacji Taylora w systemach silnie nieliniowych wprowadza znacz¡ce
obci¡»enie estymatorów, co w problemie liniowo kwadratowym projektowania regulatora LQ dla
systemów nieliniowych mo»e prowadzi¢ do nieakceptowalnych bª¦dów. Klasyczne algorytmy line-
aryzacji dla ukªadów nieliniowych nie uwzgl¦dniaj¡ kryterium stabilno±ci systemu poza punktem
linearyzacji, [Khalil (2015)], [Kremer and Respondek (1985)]. Rozwi¡zania oparte o rozszerzony �ltr
Kalmana (EKF) s¡ wiarygodne dla systemów nieliniowych, które speªniaj¡ warunek Lipschitza (76),
o nieliniowo±ciach wolno zmiennych w relacji do mo»liwo±ci dyskretyzacji warto±ci zmiennych stanu
systemu nieliniowego oraz staªej kowariancji zakªóce« o rozkªadzie Gaussowskim [Julier and Uhl-
mann (2004)]. W klasycznym podej±ciu do linearyzacji ukªadów nieliniowych obliczany jest wektor
sterowania a posteriori, bez uwzgl¦dnienia warunku sterowalno±ci (9) a priori [Julier and Uhlmann
(2004)], [Huang et al. (2008)].

|u(t)| < uN ; uN ∈ R (91)

|y| < yN ; yN ∈ R. (92)

Istniej¡ klasy systemów nieliniowych w mechanice, które s¡ nieró»niczkowalne w klasycznym sensie,
nie mo»na dla nich zastosowa¢ linearyzacji poprzez rozwiniecie w szereg Taylora. Maj¡c na uwa-
dze powy»sze uwarunkowania i zaªo»enia do linearyzacji, zaproponowano zmody�kowan¡ metod¦
najmniejszych kwadratów LSE [Latocha (2017)], która pozwala na linearyzacj¦ systemów speªniaj¡-
cych warunek stabilno±ci BIBO dla niezerowych warunków pocz¡tkowych przy zaªo»eniu, »e sygnaª
testuj¡cy speªnia kryterium zmienno±ci okre±lone w publikacji [Soderstrom and Stoica (1989)].
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4.2.3 Sformuªowanie problemu linearyzacji IIR-MA

W systemach �zycznych aksjomaty matematyki: punkt, prosta, na których oparte s¡ dowody mate-
matyczne, nie istniej¡. Z powy»szych wzgl¦dów w pracy zaproponowano nowe podej±cie do lineary-
zacji systemów nieliniowych i silnie nieliniowych polegaj¡ce na linearyzacji systemu nieliniowego na
przedziale poprzez projekcj¦. Model dynamiki systemu nieliniowego w otoczeniu punktu referencyj-
nego dla funkcji testuj¡cej speªniaj¡cej zaªo»enia estymacji najmniejszych kwadratów [Soderstrom
and Stoica (1989)] jest rzutowany na model dynamiki systemu liniowego w postaci kanonicznej
sterowalnej, z wykorzystaniem regresji liniowej, algorytmu estymacji najmniejszych kwadratów z
akceptowalnym bª¦dem równania. Modelem liniowym, który estymuje dynamik¦ systemu nielinio-
wego na przedziale linearyzacji, jest model �ltru impulsowego o niesko«czonej odpowiedzi i ±redniej
ruchomej IIR-MA (ang. In�nite Impulse Response Moving Average) opisany transmitancj¡ operato-
row¡ (93). Zastosowanie algorytmu estymacji LSE na przedziale linearyzacji pozwala obliczy¢ model
liniowy �ltru IIR-MA, który b¦dzie u±redniaª warto±¢ sygnaªu wyj±ciowego.

G(s) =
Y (s)

U(s)
; s ∈ C (93)

Do obliczenia funkcji �ltruj¡cej na zbiorze punktów linearyzacji wykorzystano metod¦ najmniejszych
kwadratów dla funkcji bazowej ARMAX (ang. AutoRegressive Moving Average with eXogenous
input) autoregresywnej o ±redniej ruchomej z zewn¦trznym oddziaªywaniem zakªóce« (95), [Latocha
(2018)].

De�nicja 4. Oznaczenie ARMAX (p, q, b) odnosi si¦ do modelu z wyra»eniami autoregresyjnymi
p, wyra»eniami ±redniej ruchomej q i wyra»eniami wej±¢ egzogennych (zewn¦trznych) b. Model
ARMAX zawiera modele AR(p) i MA(q) oraz liniow¡ kombinacj¦ b warunków znanej zewn¦trznej
serii czasowej dt [Hannan (1970)], [?], [Hannan and Deistler (1988)]. Dany jest wzorem

Xt = εt+

p∑
i=1

ϕiXt−i+

q∑
i=1

θiεt−i+
b∑
i=1

ηidt−i, (94)

gdzie η1, . . . , ηb s¡ parametrami egzogennych danych wej±ciowych dt. W literaturze spotyka si¦ zapis
w formie operatorowej z czasem dyskretnym [Diversi et al. (2011)], [Landau and Karimi (1999)],
[Ding and Chen (2005)]

y(k) =
B(z−1)

A(z−1)
u(k) +

C(z−1)

A(z−1)
ε(k). (95)

Wykorzystanie modelu ARMAX w linearyzacji nie wymaga znajomo±ci struktury systemu nielinio-
wego oraz speªnienia zaªo»e« o ró»niczkowalno±ci, warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym jest
speªnienie kryterium sterowno±ci BIBO oraz postulat, »e system zawiera znormalizowane struktury
liniowe (Rozdziaª 4.1), których wzajemne oddziaªywanie mo»na opisa¢ funkcj¡ [Ton (1971)], [Brow-
der (1964)], [Lions (1965)]. Ze wzoru (95) wynika, »e liniowe przybli»enie systemu nieliniowego
obarczone jest bª¦dem

ε =
C(z−1)

A(z−1)
ε(k). (96)

Zaªó»my, »e dla modelu opisanego równaniem (95) istnieje równowa»ny dyskretny system liniowy w
postaci kanonicznej sterowalnej (97, 98)

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (97)
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y(k) = Cx(k) + ε. (98)

Bª¡d estymacji systemu nieliniowego (96) dodano do równania wyj±cia estymatora liniowego (98).

4.2.4 Model estymatora systemu nieliniowego

W pracy przyj¦to zaªo»enie, »e model nieliniowy b¦dzie przybli»any modelem liniowym typu black-
box (Rys. 11).

Rysunek 11: Model linearyzacji.

Struktura modelu estymuj¡cego system nieliniowy (Rys. 12), skªada si¦ z nieliniowego bloku
opisanego funkcj¡ f(.) oraz dynamicznego bloku liniowego opisanego funkcj¡ operatorow¡ G(z) w
dziedzinie czasu dyskretnego. Blok nieliniowy f(.) reprezentuje nieci¡gªo±¢ sygnaªu u(k) na pocz¡tku
przedziaªu linearyzacji dla niezerowych warunków pocz¡tkowych [Latocha (2017)].

Rysunek 12: Struktura modelu estymuj¡cego system nieliniowy.

4.2.5 Estymator najmniejszych kwadratów

W pracy do estymacji systemu nieliniowego wykorzystano algorytm najmniejszych kwadratów bª¦du
równania, LSE [Khalil (2015)], [Soderstrom and Stoica (1989)]. Zaªo»ono, »e model liniowy G(z)
b¦dzie estymowany przez model ARMAX dla zbioru punktów linearyzacji

u(k0 . . . kN ), (99)

y(k0 . . . kN ); u ∈ R; y ∈ R; k ∈ N, N ∈ N, (100)

ze staªym krokiem dyskretyzacji ∆t. Rozwa»my model parametryczny opisany równaniem

y(k) = ϕT (k)θ; k > 0, (101)

gdzie y(k) jest dyskretnym wyj±ciem systemu, ϕ(k) jest n-wymiarowym wektorem punktów line-
aryzacji, θ jest n-wymiarowym wektorem poszukiwanych wspóªczynników. W zapisie macierzowym
zale»no±¢ (101) mo»na przedstawi¢ wzorem

Y = ΦT θ; Φ ∈ R(n+m)×N . (102)

W celu zminimalizowania niedokªadno±¢ modelu w algorytmie estymacji LSE bª¦du równania, u»yto
nadmiarowej ilo±ci punktów dyskretyzacji w relacji do rz¦du równania (98). Dla N � n system (102)
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jest nadmiarowy, nie posiada jednoznacznego rozwi¡zania. Dla nadmiarowej ilo±ci danych macierz
danych Φ nie jest macierz¡ kwadratow¡. W tym przypadku macierz danych mo»e by¢ zast¡piona
macierz¡ pseudokwadratow¡ (103). Minimalizuj¡c bª¡d estymacji (103) [Kremer and Respondek
(1985)], [Keesman (2011)], otrzymujemy

ε(k) = y(k)− ϕT (k)θ, (103)

gdzie estymator najmniejszych kwadratów θ̂ jest zde�niowany jako wektor minimalizuj¡cy funkcj¦
kosztu (104)

J(θ) =
N∑
t=1

ε2(k) =
N∑
t=1

(y(k)− ϕT (k)θ)2, (104)

J(θ) = εT ε = (Y T − θTΦT )(Y − Φθ), (105)

∂J(θ)

∂(θ)
= −2ΦT y + 2ΦTΦθ, (106)

ΦTΦθ̂ = ΦT y. (107)

Wektor θ̂ jest wektorem estymowanych wspóªczynników z hiperpªaszczyzny najmniejszych kwadra-
tów wyra»onym zale»no±ci¡

θ̂ =
[
ΦTΦ

]−1
ΦTY. (108)

Pseudokwadratowa macierz danych Φ mo»e by¢ bliska utraty rz¦du, pomimo »e jest odwracana. W
celu sprawdzenia poprawnego uwarunkowania rozwi¡zania równania (108) wykorzystano równania
(109, 110). Znacz¡ce perturbacje poza gªówn¡ diagonal¡ (110) ±wiadcz¡ o zªym uwarunkowaniu
rozwi¡zania; aby to skorygowa¢, nale»y zmieni¢ zakres punktów linearyzacji.

(ΦTΦ)(ΦTΦ)−1 = Ĩ ≈ I, (109)

JΦ =

n+m∑
i=1

n+m∑
i=1

(Ii,i − Ĩi,i)2. (110)

Zakres punktów linearyzacji (99), (100), które generuj¡ nieakceptowaln¡ warto±¢ wska¹nika jako±ci
(110), jest odrzucany i zast¦powany przez rozszerzony zakres punktów linearyzacji. Liniowy system
dynamiczny SISO mo»na opisa¢ równaniem ró»nicowym (111)

y(k) + âk−1y(k − 1) + ...+ âk−ny(k − n) + ε = b̂k−1u(k − 1) + ...+ b̂k−mu(k −m) (111)

k � n; n ≥ m; m,n ∈ N; u ∈ R; y ∈ R, (112)

zapisuj¡c równanie (111) za pomoc¡ macierzy dla kolejnych pomiarów, otrzymujemy


y3
y4
...
...
yN

 =


−y2 −y1 −y0 u2 u1 u0
−y3 −y2 −y1 u3 u2 u1
...

...
...

...
...

...
−yN −yN−1 −yN−2 uN uN−1 uN−2




a2
a1
a0
b2
b1
b0

+


ε3
ε4
...
...
εN

 , (113)
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gdzie Φ jest macierz¡ danych (99), (100),

Φ =


−y2 −y1 −y0 u2 u1 u0
−y3 −y2 −y1 u3 u2 u1
...

...
...

...
...

...
−yN −yN−1 −yN−2 uN uN−1 uN−2

 (114)

gdzie θ̂ jest macierz¡ estymowanych wspóªczynników modelu liniowego

θ̂ =



â2
â1
â0
b̂2
b̂1
b̂0


. (115)

Rozwi¡zuj¡c ukªad równa« (108) dla funkcji bazowej (111), otrzymujemy estymator θ̂ wspóªczynni-
ków (115) modelu liniowego (111).

4.2.6 Liniowy estymator bloku nielinowego

W pracy [Latocha (2018a)] wykazano, »e mo»liwe jest zastosowanie estymacji najmniejszych kwadra-
tów funkcji bazowej (95) dla dowolnych warto±ci wej±cia i wyj±cia systemu SISO, który jest nara»ony
na zakªócenia o rozkªadzie Gaussa. Warunkiem koniecznym stabilno±ci algorytmu LSE dla dowol-
nych warto±ci wej±cia i wyj±cia jest arbitralne przyrównanie η warto±ci pocz¡tkowych sygnaªu u(k)
w macierzy danych (114) do zera. Dla ilo±ci danych du»o wi¦kszej o rz¦du estymowanego modelu

N − j � n (116)

k = j, j + 1, ..., N ; N ∈ N; j ∈ N, (117)

gdzie: n wymiar estymatora liniowego, N ilo±¢ punktów linearyzacji, k krok linearyzacji ze staªym
okresem próbkowania 4t. Dla celów optymalizacji parametrycznej wykorzystano funkcj¦ (118),
warto±ci sygnaªu testuj¡cego poprzedzaj¡ce przedziaª linearyzacji (117) przyrównano do zera (119)

h(z) =
1

zη
; η ∈ N, η > 1, (118)

u[1, ..., j] ≡ 0. (119)

gdzie η ilo±¢ danych u(k) przyrównanych do zera na pocz¡tku przedziaªu linearyzacji. Funkcja
h(z) arbitralnie mody�kuje warto±ci sygnaªu wej±ciowego na pocz¡tku przedziaªu linearyzacji, jak
pokazano na rysunku (Rys. 13).

ũ(k) = Z−1[h(z)U(z)]; k ∈ [1, ..., j + η], (120)

gdzie Z−1 jest odwrotnym przeksztaªceniem dyskretnym.
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Rysunek 13: Formowanie sygnaªu wej±ciowego.

Przyj¦to zaªo»enie, »e funkcj¡ celu optymalizacji funkcji (118) dla zmiennej decyzyjnej η jest
minimalizacja jej wpªywu na dynamik¦ systemu (111).

Φ
h(z)
→ Φ̃, (121)

Φ̃ =


−y2 −y1 −y0 ũ2 ũ1 ũ0
−y3 −y2 −y1 ũ3 ũ2 ũ1
...

...
...

...
...

...
−yN −yN−1 −yN−2 ũN ũN−1 ũN−2

 . (122)

Funkcja (118) jest operatorem na warto±ciach u(k) w macierzy danych Φ (121), formuj¡c macierz
(122) do speªnienia zaªo»e« klasycznego problemu LSE [Soderstrom and Stoica (1989)]. Operacja
wykonana na warto±ciach sygnaªu wej±ciowego jest arbitraln¡ ingerencj¡ w zasad¦ przyczynowo±ci
systemów dynamicznych, jest siln¡ nieliniowo±ci¡. W algorytmie linearyzacji zostaªa przedstawiona
jako blok nieliniowy opisany funkcj¡ f(.).

4.2.7 Liniowy estymator systemu nieliniowego

W pracy zaªo»ono, »e linearyzacja systemu nieliniowego b¦dzie przeprowadzona dla niezerowych
warunków pocz¡tkowych. Na podstawie analizy zawartej w publikacji [Latocha (2018a)] warto-
±ci sygnaªu u(k) na pocz¡tku przedziaªu linearyzacji zast¡piono warto±ciami skorygowanymi ũ(k)
(Rozdziaª 4.2.6)

u(k) ≡ 0; ∀k ∈ (1 . . . j − 1) (123)

ũ(k) = Z−1[h(z)U(z)]; ∀k ∈ (j . . . j + η) (124)

ũ(k) = u(k); ∀k ∈ (j + η + 1 . . . N) (125)

Bª¦dy estymacji (126) dodano do bª¦du równania LSE (111), (Rys. 14).

ε =

∣∣∣∣B(z−1)

A(z−1)
u(k)− B(z−1)

A(z−1)
ũ(k)

∣∣∣∣+
C(z−1)

A(z−1)
ε(k). (126)
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Rysunek 14: Interpretacja danych wykorzystywanych w linearyzacji za pomoc¡ zmody�kowanego al-
gorytmu LSE bª¦du równania. Gdzie u(k), y(k) dane pomiarowe, Ex(u), Ex(y) warto±¢ oczekiwana,
ũ(k) warto±¢ skorygowana, ỹ(k) odpowied¹ modelu na sygnaª ũ(k), ε̃u bª¡d sygnaªu testuj¡cego, ε̃y
bª¡d pomiaru.

y(k) + â0y(k − 1) + ...+ ân−1y(k − n) + ε = b̂0ũ(k − 1) + ...+ b̂m−1ũ(k −m). (127)

Dla powy»szych zaªo»e« otrzymano równanie estymatora liniowego (128) na przedziale

θ̂i =
[
Φ̃Ti Φ̃i

]−1
Φ̃Ti Yi; i ∈ N, (128)

gdzie i jest i-tym przedziaªem linearyzacji. Stosuj¡c dyskretn¡ transformat¦ operatorow¡ z, zline-
aryzowany system mo»na zapisa¢ w postaci operatorowej

Ĝ(z) =
b̂m−1z

m−1 + ...+ b̂1z + b̂0
zn + ân−1zn−1 + ...+ â1z + â0

. (129)

Z de�nicji transformaty operatorowej z wzór (129) jest prawdziwy dla sygnaªów, które nie narastaj¡
szybciej od funkcji wykªadniczej (130).

Z[f∗(t)] = Z[f(kT )] = F (z), F (z) =

∞∑
k=−∞

f(kT )z−k

T ∈ R, f(k) < k!, f(k) < eak
2
; a > 0, a ∈ R. (130)

Zakªadaj¡c, »e na system (129) nie oddziaªuj¡ zakªócenia, mo»na uªo»y¢ równania optymalizacji
wielokryterialnej

Ĝi(z) =
Yi(z)

ũi(z)
, (131)

Funkcja wyj±cia w punktach dyskretyzacji dana jest równaniem

Ŷi = Z−1[Ĝi(z)ũi(z)]. (132)

Bª¡d ±redniokwadratowy wyj±cia dany jest równaniem

ei =
1

N − j

N−j∑
k=0

(yj+k − ŷj+k)2, (133)

33



4.2 Linearyzacja systemów nieliniowych i silnie nieliniowych

gdzie j ilo±¢ punktów dyskretyzacji.

θ̂i = f(Φi, ηi), (134)

warto±¢ optymalna estymatora θ̂o dana jest równaniem

θ̂o = arg
θ̂i,ηio

inf(ei), (135)

gdzie ηio jest optymaln¡ ilo±ci¡ skorygowanych punktów sygnaªu wej±ciowego ũ(k) na pocz¡tku i-
tego przedziaªu linearyzacji. Optymalne rozwi¡zanie linearyzacji systemu nieliniowego SISO dane
jest równaniem ##10a

Ĝo(z) = f(θ̂o, ηo). (136)

Równanie (136) opisuje model liniowy SISO wzgl¦dem zerowych warunków pocz¡tkowych. Po kon-
wersji do dziedziny czasu ci¡gªego z wykorzystaniem ekstrapolatora zerowego rz¦du ZOH (ang.
Zero-Order Hold) i sprowadzaniu do przestrzeni stanów w postaci kanonicznej sterowalnej otrzymu-
jemy

Â =


−ân−1 −ân−2 · · · −â0

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
0 0 · · · 0

 , (137)

B =

 1
· · ·
0

 , (138)

Ĉ = [ ĉn−1 · · · ĉ0 ]. (139)
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4.2.8 Eksperymenty numeryczne

W celu oceny proponowanego algorytmu linearyzacji porównano wska¹niki jako±ci dla warto±ci sy-
gnaªu testuj¡cego i sygnaªu wyj±cia z modelu referencyjnego. Dany jest liniowy system referencyjny
opisany równaniem operatorowym (140) w dyskretnej dziedzinie czasu, z krokiem dyskretyzacji
4t = 0.1[s],

G(z) =
−0.3832z2 − 0.2338z + 0.06683

z3 − 1.127z2 + 0.494z − 0.1129
. (140)

System poddano dziaªaniu sygnaªu testuj¡cego

u(k) = 5 + 10sin(
ωk

2
). (141)

Dla powy»szych uwarunkowa« rozwa»my wska¹niki jako±ci proponowanego algorytmu linearyzacji,
odnosz¡c wyniki do modelu referencyjnego. W celu zbadania wpªywu nieliniowo±ci na warto±¢
wska¹ników jako±ci wykonano analiz¦ eksperymentaln¡. Zarchiwizowano sygnaª testuj¡cy i sygnaª
wyj±ciowy z modelu. W przeprowadzonym eksperymencie u»yto sygnaªu testuj¡cego o zmiennym
okresie (141), do warto±ci zarchiwizowanego sygnaªu testuj¡cego arbitralnie wprowadzono nielinio-
wo±ci na ko«cu przedziaªu linearyzacji oraz na pocz¡tku przedziaªu linearyzacji.

Model liniowy Estymuj¡c system linowy nie podlegaj¡cy zakªóceniom modelem liniowym o tym
samym wymiarze algorytmem (4.2.7), uzyskano wyniki obarczone minimalnym bª¦dem wynikaj¡cym
z bª¦dów numerycznych dla minimalnej ilo±ci danych zapewniaj¡cej akceptowalny poziom bª¦du.
(Rys 15).

Rysunek 15: Linearyzacja systemu.

Model z nieliniowo±ci¡ na ko«cu przedziaªu linearyzacji Na wej±cie systemu (140) wpro-
wadzono sygnaª testuj¡cy (141). Dane z wej±cia i wyj±cia dla ilo±ci dyskretnych próbek k � N
zarejestrowano. Na danych wej±ciowych wykonano operacj¦ arbitralnej zmiany warto±ci sygnaªu
u(k), zaburzaj¡c ko«cow¡ warto±¢ w przedziale linearyzacji poprzez to»samo±ciowe przyrównanie do
zera u(N−5) ≡ 0. Wprowadzone zaburzenie sprawia, »e zasada przyczynowo±ci dla liniowego ukªadu
dynamicznego nie jest speªniona, system mo»na potraktowa¢ jako nieliniowy. Na zmody�kowanych

35



4.2 Linearyzacja systemów nieliniowych i silnie nieliniowych

danych wykonano linearyzacj¦ algorytmem (Rozdziaª. 4.2.5). W tabeli (Tabela 1) zestawiono war-
to±¢ wska¹ników jako±ci w zale»no±ci od ilo±ci danych u»ytych w algorytmie linearyzacji dla ró»nych
sygnaªów podanych na wej±cie modelu.

Tablica 1: Wska¹niki jako±ci linearyzacji w zale»no±ci od ilo±ci danych dla arbitralnego zaburzenia
sygnaªu wej±ciowego u(N − 5) ≡ 0.

j e(j..N) e1(t) eδ(t) eu(1..N)

N − 10 396.8864 219.9079 93.5970 0.0151

N − 50 423.0187 219.9079 93.5970 0.0151

N − 100 493.6943 219.9079 93.5970 0.0151

N − 1000 1451.8 219.9079 93.5970 0.0151

N − 3000 3.30e+10 220.3036 93.5978 0.0151

gdzie: N = 5000 ilo±¢ danych dyskretnych, j wska¹nik do warto±ci pocz¡tkowej, e(j..N) bª¡d
(133) wyj±cia dla sygnaªu testuj¡cego (141), e1(t) bª¡d (133) wyj±cia dla sygnaªu testuj¡cego 1(t),
eδ(t) bª¡d (133) wyj±cia dla sygnaªu testuj¡cego δ(t), eu(1..N) bª¡d (133) sygnaªu wej±ciowego dla
arbitralnego zaburzenia u(N − 5) ≡ 0.

Model z nieliniowo±ci¡ na pocz¡tku przedziaªu linearyzacji Eksperyment powtórzono,
mody�kuj¡c sygnaª wej±ciowy u(k) poprzez zaburzanie warto±¢ pocz¡tkowych w przedziale lineary-
zacji, to»samo±ciowe przyrównanie do zera u(N − j) ≡ 0. Wprowadzone zaburzenie sprawia, »e
zasada przyczynowo±ci dla liniowego ukªadu dynamicznego nie jest speªniona, system mo»na po-
traktowa¢ jako nieliniowy. Warto±¢ wska¹ników jako±ci zestawiono w tabeli (Tabela 2). Porównuj¡c

Tablica 2: Mody�kacja sygnaªu wej±ciowego u(N − j) ≡ 0 w przedziale linearyzacji.
j e(j..N) e1(t) eδ(t) eu(1..N)

N − 10 114,1275 0,0142 3,5951 0.0156

N − 50 29.7687 0.0218 5.6054 0.0203

N − 100 19.6988 0.0218 5.5959 0.0270

N − 1000 0.5552 4.89e-4 0.1163 0.0076

N − 3000 7.336 4.90e-4 0.1164 0.0305

warto±ci wska¹ników jako±ci eksperymentów z tabel (Tab: 1) oraz (Tab: 2). Wykazano, »e w al-
gorytmie LSE zerowe warto±ci sygnaªu u(k) na pocz¡tku przedziaªu linearyzacji maj¡ wpªyw na
obci¡»enie estymatorów. Teza o speªnieniu zaªo»e« klasycznego problemu LSE [(Soderstrom and
Stoica (1989)] poprzez zastosowanie proponowanego algorytmu linearyzacji zostaªa zwery�kowana
eksperymentalnie [Latocha (2018a)]. Proponowany algorytm linearyzacji ma tendencje do niedosza-
cowania staªych czasowych i wzmocnienia estymowanego modelu (Rys. 16), co przedstawiono na
rysunku pogl¡dowym (Rys. 16) dla modelu opisanego równaniem

G(s) =
1

s+ 1
. (142)
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Rysunek 16: Odpowied¹ na skok jednostkowy modelu liniowego i jego estymatora.

Po przeprowadzeniu eksperymentów numerycznych nasuwa si¦ wniosek, »e mo»liwe jest wyzna-
czenie ilo±ci danych sygnaªu u(k) ≡ 0 to»samo±ciowo przyrównanych do zera na pocz¡tku przedziaªu
linearyzacji, dla których obci¡»enia estymatora (136) b¦dzie minimalne.
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4.3 Linearyzuj¡ce sprz¦»enie zwrotne

Suboptymalne sterowanie systemu nieliniowego regulatorem LQR zostaªo zrealizowane poprzez wy-
korzystanie linearyzuj¡cego sprz¦»enia zwrotnego w p¦tli regulacji, które zrealizowano za pomoc¡
u±rednionego na przedziale obserwatora liniowego (Rozdziaª 4.2.7) (Rys. 17). W systemach dys-
kretnych niedokªadno±¢ synchronizacji oblicze« w czasie w odniesieniu do niepewno±ci pomiaru jest
czynnikiem determinuj¡cym powstawanie nieakceptowalnych bª¦dów. Z powy»szych wzgl¦dów mo-
del dyskretny (136) otrzymany w wyniku algorytmu linearyzacji zostaª zast¡piony przez model ci¡gªy
w postaci kanonicznej sterowanej (145, 146, 147), któr¡ otrzymano poprzez konwersj¦ modelu dys-
kretnego (136) z wykorzystaniem algorytmu ekstrapolatora zerowego rz¦du o ZOH (ang. Zero-Order
Hold).

Rysunek 17: Struktura sterowania systemu nieliniowego z obserwatorem linearyzuj¡cym.

Rysunek 18: Struktura sterowania systemu nieliniowego dla trajektorii referencyjnej z obserwatorem line-

aryzuj¡cym.

ẋ(t) = Âx(t) + B̂u(t), (143)

y(t) = Ĉx(t); (144)

Â =


−ân−1 −ân−2 · · · −â0

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
0 0 · · · 0

 , (145)

B̂ =


1
0
· · ·
0

 , (146)

Ĉ =
[
ĉn−1 ĉn−2 · · · ĉ0

]
. (147)

Na estymator (145), (146) systemu nieliniowego (77, 78) naªo»ono kryterium speªnienia warunków
sterowalno±ci (8). Równanie u±rednionego obserwatora linearyzuj¡cego dane wzorem
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.

x̂ (t) = (Â− LĈ)x̂(t) + Ly(t) + B̂u(t), (148)

F = Â− LĈ, (149)

mo»na rozwi¡za¢ ze wzgl¦du na kryterium asymptotycznej zbie»no±ci (150) do naturalnych zmien-
nych stanu u±rednionego modelu liniowego w postaci kanonicznej sterowalnej (143), (144).

ėL = (Â− LĈ)eL → 0. (150)

Do wyliczenia optymalnej macierzy wzmocnie« obserwatora wykorzystano formuª¦ Ackermanna,
[Kailath (1980)], (151), (152).

P = eig(Â− LĈ), (151)

L = (acker(Â, Ĉ, P )), (152)

Dla u±rednionego obserwatora linowego o ujemnych warto±ciach wªasnych d¡»¡cych do zera

λL(F )→ 0, (153)

zachodzi zwi¡zek (154)

x̂→ x. (154)

4.4 Regulator LQR w sterowaniu systemu nieliniowego i silnie nieliniowego

W systemach nieliniowych i silnie nieliniowych SISO (77), (78) aby zastosowa¢ regulator LQR, nale»y
przeprowadzi¢ linearyzacj¦ systemu w otoczeniu punktu pracy. Jedn¡ z metod przybli»enia dyna-
miki systemu nieliniowego SISO modelem liniowym jest estymacja naturalnych zmiennych stanu w
otoczeniu punktu pracy. Uwzgl¦dniaj¡c zaªo»enia do projektowania regulatorów LQR (Mitkowski
(1984), mo»na zaprojektowa¢ regulator suboptymalny dla systemu nieliniowego (77), (78) w otocze-
niu punktu referencyjnego, który b¦dzie minimalizowaª bª¡d ±redniokwadratowy na trajektoriach
estymatora liniowego oraz obserwator w linearyzuj¡cym sprz¦»eniu zwrotnym. Efektywna lineary-
zacja cz¦sto sprowadzana jest do rozwi¡zania nominalnego w punkcie {x0(.), u0(.)}[Kailath (1980)].
Zaªó»my, »e rozszerzymy przedziaª linearyzacji na otoczenie punktu referencyjnego {x0(.), u0(.)}
(155), (156)

x(t) = x0(t) + δ(x) (155)

u(t) = u0(t) + δ(u) (156)

Dla systemu nieliniowego obserwowalnego i sterowalnego, opisanego równaniami (77), (78), mo»na
dobra¢ system liniowy opisany równaniami (157), (158), który b¦dzie przybli»aª naturalne zmienne
stanu systemu nieliniowego wokóª punktu referencyjnego z akceptowalnym, minimalnym bª¦dem
(159)

˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t), (157)

y(t) = Ĉx̂(t) + emin, (158)

39



4.4 Regulator LQR w sterowaniu systemu nieliniowego i silnie nieliniowego

gdzie emin jest minimalnym bª¦dem estymacji

emin = inf [(y(t, ψ)− ŷ(t))2 + (ẏ(t, ψ)− ˆ̇y(t))2 + (ÿ(t, ψ)− ˆ̈y(t))2 + . . .+ (
(n)
y (t, ψ)−

ˆ(n)
y (t))2]. (159)

Dla systemu liniowego opisanego równaniami (157), (158) mo»na zaprojektowa¢ regulator LQR
(Rozdziaª 3.2), dla którego zmienne stanu w prawie sterowania (3) b¦d¡ u±rednionymi estymatami

u(t) = −Kx̂(t). (160)

Otwartym problem w zagadnieniu sterowania (160) systemami nieliniowymi i silnie nieliniowymi po-
zostaje obci¡»enie estymatorów (159), które zwracaj¡ warto±ci niedoszacowane lub przeszacowane.
Estymacja dynamiki systemu nieliniowego i silnie nieliniowego poprzez wykorzystanie modelu linio-
wego jest niedokªadnym przybli»eniem, które obarczone jest bª¦dem, ró»nice pomi¦dzy modelem
�zycznym a jego liniowym przybli»eniem sprawiaj¡, »e regulator LQR obliczony dla estymatora
liniowego (157), (158) jest niedokªadny.
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4.5 Obserwator o wysokim wzmocnieniu

Problem obci¡»enia estymatorów w sterowaniu systemami nieliniowymi i silnie nieliniowymi mo»na
skorygowa¢ poprzez zastosowanie obserwatora [Zheng et al. (2017)] o wysokim wzmocnieniu HG
(ang. High-Gain Observer), co wykazano w pracach [Khalil (2015)], [Khalil and Hassan (2017)].
Propozycj¦ mody�kacji obserwatora dla tak postawionego problemu wraz z dowodami matematycz-
nymi zamieszczono w pracy [Khalil (2015)], dowodz¡c, »e obserwator o wysokim wzmocnieniu w
pewnym zakresie zmiennych stanu posiada wªasno±ci koryguj¡ce w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego sta-
bilizacji liniowo kwadratowej dla pewnych klas systemów nieliniowych. Prace o tematyce badawczej
zastosowania obserwatorów o wysokim wzmocnieniu w sterowaniu systemów nielinowych s¡ obec-
nie jednym z gªównych kierunków badawczych [Wei et al. (2010)], [Zheng et al. (2017)], [Curtain
et al. (2017)], [Astol� and Marconi (2015)], [Andrieu et al. (2016)], [Assche et al. (2011)], [Robenack
(2004)]. Obserwator linearyzuj¡co-koryguj¡cy o wysokim wzmocnieniu jest jednym z gªównych za-
ªo»e« tezy (Teza 1) o obserwatorze linearyzuj¡cym w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego regulatora LQR. Z
powy»szych wzgl¦dów w rozwa»aniu i dyskusji nad problematyk¡ obserwatora o wysokim wzmoc-
nieniu w rozdziale przytoczono argumentacj¦ i dowody matematyczne zamieszczone w publikacji
[Khalil (2015)], do których konkluzje, dowody matematyczne, wery�kacj¦ na modelach eksperymen-
talnych i propozycje poszerzenia zagadnienia zamieszczono w nast¦pnym rozdziale. Rozwa»aj¡c
system opisany równaniami [Khalil (2015)], [Khalil and Hassan (2017)],

ẋ1 = x2 (161)

x2 = Φ(x, u) (162)

y = x1 (163)

gdzie x = (x1, x2)
T , funkcja Φ speªnia lokalnie warunek Lipschitza i x(t) i u(t) s¡ ograniczone dla

ka»dego t ≥ 0, mo»na zbudowa¢ obserwator

˙̂x1 = x̂2 + h1(y − x̂1) (164)

˙̂x2 = Φ0(x̂, u) + h2(y − x̂1) (165)

gdzie Φ0 = (x, u) jest modelem nominalnym Φ = (x, u). Nie ma wymogu narzucenia zaªo»e«, »e Φ0

jest takie samo jak Φ. Niezale»nie od wyboru Φ0 mo»emy zaªo»y¢, »e

|Φ0(z, u)− Φ(x, u)| ≤ L||x− z||+M (166)

Wªa±ciwo±ci korekcyjne obserwatora o wysokim wzmocnieniu mo»na zaobserwowa¢ w dziedzinie
czasu poprzez skalowanie bª¦du estymacji. Niech

η1 =
x̃1
ε
, η2 = x̃2 (167)

wtedy

εη̇ = Fη + εBδ (168)

gdzie
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F =

[
−α1 1
−α2 0

]
(169)

Macierz F jest macierz¡ Hurwitza poniewa» α1i α2 s¡ dodatnie. U»ywaj¡c ogranicze« ||δ|| ≤ L||x̃||+
M ≤ L||η||+M i funkcji b¦d¡cej kandydatem na funkcjonaª Lapunowa

V = ηTPη (170)

gdzie P jest rozwi¡zaniem równania

PF + F TP = −I (171)

otrzymujemy

εV̇ = −ηT η + 2εηTPBδ ≤ −||η||2 + 2εL||PB||||η||2 + 2εM ||PB||||η|| (172)

Dla

εL||PB|| ≤ 1

4
(173)

εV̇ ≤ −1

2
||η||2 + 2εM ||PB||||η||. (174)

Wynika z tego [Khalil (2015)]»e ||η|| i w konsekwencji ||x̂|| jest ostatecznie ograniczona przez εcM .
Z dowodów przeprowadzonych w [Khalil (2015)]

||η(t)|| ≤ max{ke−
at
ε ||η(0)||, εcM}, ∀t ≥ 0 (175)

wynika, »e estymata obserwatora o wysokim wzmocnieniu jest ograniczona.
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4.6 Zastosowanie obserwatora o wysokim wzmocnieniu

Dla systemu nieliniowego sterowanego w linearyzuj¡cym sprz¦»eniu zwrotnym warunkiem koniecz-
nym stabilizacji ze wzoru na prawo sterowania jest równowa»enie bilansu energii (dostarczonej,
rozpraszanej, magazynowanej) (176).

ELQR(t, û ˆ, xL) ≥ ENL(t, u, x) (176)

Rozwa»my system dynamiczny (Rys. 19) opisany równaniem (177), gdzie: M masa, F (t) siªa (ste-
rowanie), x(t) poªo»enie ±rodka masy, c staªa spr¦»yny, α staªa tªumienia, Tµ siªa tarcia statycznego
(nieliniowo±¢). Rozwa»my przypadek, gdy tarcie styczne nie wyst¦puje Tµ = 0.

Rysunek 19: Model systemu dynamicznego.

Opisuj¡c system równaniem ró»niczkowym

Mẍ(t) + αẋ(t) + cx = F (t)− Tµ (177)

stosuj¡c podstawienie

x1 = x (178)

x2 = ẋ (179)

ẋ1 = x2
ẋ2 = F

M −
α
M x2 −

c
M x1

(180)

równanie (180) mo»emy zapisa¢ w przestrzeni stanów[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
0 1
− c
M − α

M

] [
x1
x2

]
+

[
0
1
M

]
F (181)

y =
[

1 0
] [ x1

x2

]
(182)

gdzie odpowiednie macierze

A =

[
0 1
− c
M − α

M

]
, B =

[
1
1
M

]
, C =

[
1 0

]
, D = 0. (183)

Obliczaj¡c regulator LQR wg (Rozdziaª 3.2), otrzymujemy wzór na prawo sterowania

F1(t) = −K1x(t). (184)
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Rozwa»my przypadek, gdy tarcie statyczne jest niezerowe Tµ 6= 0 otrzymujemy

F2(t) = −K2x(t) + Tµ. (185)

Zaªó»my, »e system (185) znajduje si¦ w niezerowym stanie równowagi, x(t) 6= x0(t) → F2(t) 6= 0,
dx(t)
dt = 0, d2x(t)

dt = 0. System pozostanie w tym stanie do czasu, kiedy warto±¢ sterowania nie
zrównowa»y siªy tarcia F2(t) ≥ Tµ. Zakªadamy zwi¦kszenie warto±ci sterowania poprzez zwi¦kszenie
wzmocnienia statycznego K2. Rozwa»my zachowanie systemu (185) dla F2(t) > Tµ, z warunkiem

pocz¡tkowym x(t) 6= x0(t). System rozpocznie zmian¦ poªo»enia dx(t)
dt 6= 0, ale równocze±nie za-

chodzi zmiana warunków równowagi Tµ = 0. Dla Tµ = 0 obowi¡zuje prawo sterowania (184), dla
którego w systemie dziaªa przeszacowane sterowanie u(t) = f(K2). Przeszacowane sterowanie jest
funkcj¡ macierzy wzmocnienia K2 zmiennych stanu, przyjmuje warto±¢ zero, gdy wszystkie zmienne
stanu osi¡gn¡ zero. W chwili u(t0+) sterowania, po zrównowa»eniu siªy tarcia, warto±¢ dla dx(t)

dt = 0,
d2x(t)
dt 6= 0, siªa tarcia przestaªa oddziaªywa¢. Warto±¢ sterowania w prawie (184) zale»y od zmiennej

stanu poªo»enia i pr¦dko±ci, jest przeszacowana, nadaje systemowi nadmiern¡ dynamik¦ w zadaniu
stabilizacji x0(t) = 0. Dynamika, któr¡ przeszacowane wzmocnieniem statycznym sterowanie nada
zmiennym stanu w systemie bez tarcia, prowadzi do znacz¡cego przesterowania poza punkt rów-
nowagi x0(t), oscylacji oraz cyklów granicznych. Zaªó»my, »e wzmocnienie regulatora LQR zostaªo
obliczone dla systemu liniowego (184), w którym nie wyst¦puje tarcie statyczne. Aby zrównowa»y¢
siª¦ tarcia statycznego we wzorze (185), nale»y zwi¦kszy¢ warto±¢ sterowania. Jednym z rozwi¡za«
na zwi¦kszenie warto±ci sterowania jest korekcja warto±ci estymat w prawie sterowania (18), które
b¦d¡ funkcj¡ zale»n¡ od sterowania, wyj±cia i estymat warto±ci wªasnych, dan¡ zale»no±ci¡

F (t) = −Kx̂(f(u(t)), g(y(t)), λ̂, t). (186)

W równaniu (186) mo»na tak dobra¢ f(u(t)), g(y(t)), λ̂, t aby sterowanie zrównowa»yªo siª¦ tar-
cia statycznego Tµ. Je±li warto±ci estymat zmiennych stanu wprowadzane do prawa sterowania
mo»na zmienia¢ w funkcji x̂(f(u(t)), g(y(t)), λ̂, t), to mo»emy zaªo»y¢ nadmiarowo±¢, przeszacowa-
nie wzmocnienia funkcji, które szybko zanika, gdy warto±ci estymat d¡»¡ do warto±ci x0(t). Z prawa
sterowania (18) wynika, »e system liniowy sterowany regulatorem o przeszacowanym wzmocnieniu
szybciej osi¡gnie warto±ci zmiennych stanu w otoczeniu warto±ci referencyjnej (Rozdziaª 4.5), stero-
wany regulatorem o mniejszym wzmocnieniu wolniej osi¡gnie warto±¢ referencyjn¡ lub nie osi¡gnie
warto±ci referencyjnej. Bazuj¡c na zaªo»eniach obserwatora o wysokim wzmocnieniu [Khalil (2015)],
zmody�kowano algorytm wyliczania macierzy obserwatora (34), wprowadzaj¡c wspóªczynnik korek-
cyjny statycznej na sterowanie β i wspóªczynnik korekcyjny dynamiczny τcr na staªe czasowe modelu
estymatora liniowego (143), (144) w równaniu obserwatora (199). Przeszacowane wzmocnienie dyna-
miczne posiada wªasno±ci koryguj¡ce niepewno±¢ modelu w sterowaniu LQR [Khalil (2015)], [Khalil
and Hassan (2017)], (Rozdziaª 4.5). Dla systemu nieliniowego SISO estymator liniowy wokóª punktu
referencyjnego mo»na przedstawi¢ w formie równania �ltru inercyjnego o niesko«czonej odpowiedzi
(187).

Ĝ(s) =
b̂ms

m + b̂m−1s
m−1 + ...b̂1s+ b̂0

sn + ân−1sn−1 + ...â1s+ â0
; m < n; m,n ∈ N; â, b̂ ∈ R, s ∈ C (187)

Na podstawie (Lemma 11.3) [Khalil (2015)] niepewno±¢ modelu uwzgl¦dniono poprzez wprowadzenie
dodatkowej inercji (188) do modelu (187). Zakªadaj¡c, »e zaburzenie pomiarów [Khalil (2015)] b¦dzie
reprezentowane przez transmitancj¦

Gf (s) =
β

(sTf + 1)n
; T

f
∈ R; s ∈ C (188)
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gdzie β wspóªczynnik korekcji wzmocnienia statycznego

lim
n→∞

( lim
Tf→0

Gf (s)) = 1 (189)

Wykorzystuj¡c arytmetyk¦ bloków transmitancji (190), dla warunku (189) zachodzi (191).

G̃(s) = G(s)Gf (s) (190)

G̃(s)→ Ĝ(s) (191)

Wprowadzenie dodatkowej inercji (190) zmienia staªe czasowe modelu liniowego estymatora (187),
konsekwencj¡ jest zmiana warto±ci macierzy obserwatora oraz macierzy w równaniu Riccatiego dla
problemu liniowo kwadratowego (20). Równowa»n¡ korekcj¦ do (190) przy zaªo»eniu β = 1 mo»na
wykona¢ poprzez wprowadzenie operatora τcr koryguj¡cego staªe czasowe w równaniu stanu i wyj±cia

ẋ(t) = A(τcr)x(t) +B(τcr)u(t), (192)

y(t) = C(τcr)x(t), (193)

gdzie τcr wspóªczynnik korekcji staªych czasowych. Wykorzystuj¡c podstawienie (194) dla (187) oraz
zakªadaj¡c, »e zmienna operatorowa przyjmuje warto±¢

so = τcrs; ; τcr ∈ R. (194)

Po przeksztaªceniu modelu (187) do postaci kanonicznej sterowalnej równa« stanu otrzymujemy

A(τcr) =


− 1
τcr
an−1 − 1

τ2cr
an−2 · · · − 1

τn−1
cr

a2 − 1
τncr
a0

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0

 , (195)

B =


1
0
0
· · ·
0

 (196)

C(τcr) =
[

1
τcr
cn−1

1
τ2cr
cn−2 · · · 1

τn−1
cr

c1
1
τncr
c0
]
. (197)

Równanie obserwatora z uwzgl¦dnieniem korekcji HG (188) lub (194) przyjmuje form¦ (198),

.
x̂= A(τcr)x̂+ βBu+ L(y − C(τcr)x̂), (198)

dla modelu zlinearyzowanego (Rozdziaª 4.2.7) otrzymujemy

.

x̂= Â(τcr)x̂+ βB̂u+ L(y − Ĉ(τcr)x̂). (199)

Zastosowanie regulatora LQR z obserwatorem linearyzuj¡cym (148) w sprz¦»eniu zwrotnym dla
systemu nieliniowego jest rozwi¡zaniem suboptymalnym, dobrym odniesieniem do dalszych mody�-
kacji. Z du»ym prawdopodobie«stwem mo»na przyj¡¢ zaªo»enie, »e warto±ci macierzy wzmocnienia
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obserwatora L, A−LC dla regulatora LQR b¦d¡ niedoszacowane lub przeszacowane. Wykorzystu-
j¡c algorytm obliczania macierzy obserwatora wedªug wzoru Ackermanna [Kailath (1980)], mo»na

wyliczy¢ skorygowane macierze L, Â, Ĉ dla obserwatora liniowego (199) o wysokim wzmocnieniu.
Wspóªczynniki korekcyjne β, τcr zmieniaj¡ dynamik¦ obserwatora poprzez zmian¦ warto±ci macierzy
L wzmocnienia bª¦du zbie»no±ci oraz warto±ci macierzy A− LC estymacji stanu.

.

x̂ (t) = (Â(τcr)− LĈ(τcr))x̂(t) + Ly(t) + βB̂u(t) (200)

F = Â(τcr)− LĈ(τcr). (201)

P = eig(F ), (202)

L = (acker(Â, Ĉ, P )), (203)

Obserwator (148) zbudowany na bazie estymatora liniowego (136) dla systemu nieliniowego (77)
(78) jest obserwatorem niedokªadnym, estymaty zmiennych stanu s¡ obci¡»one. Zadanie sterowania
optymalnego sprowadza si¦ do optymalnej linearyzacji (148) oraz korekcji dynamicznej estymat z
wykorzystaniem obserwatora o wysokim wzmocnieniu (4.5), (199). Obserwator (199) zbudowany
z wykorzystaniem algorytmu linearyzacji (Rozdziaª 4.2.7) dla systemu nieliniowego (77), (78) nie
speªnia warunku asymptotycznej zbie»no±ci (204), (205).

De�nicja 5. Asymptotyczna zbie»no±¢ [Bronsztejn et al. (2007)]. Ci¡g liczb an : N = 1, 2, ... zbiega
do granicy a (posiada granic¦ a) je»eli ∀ε > 0, ∃Nε, takie »e ∀N > Nε

|aN − a| < ε, (204)

lim
N→∞

an = a. (205)

De�nicja 6. Zbie»no±¢ wedªug prawdopodobie«stwa [Lachowicz (2012)], [Bronsztejn et al. (2007)].
Ci¡g zmiennych losowych XN : N = 1, 2, .., gdzie indeks N oznacza liczebno±¢ próby, jest zbie»ny
wedªug prawdopodobie«stwa P do liczby a, je»eli

∀ε > 0, ∃ lim
n→∞

P (|Xa − a| > ε) = 0. (206)

Oznacza to, »e w granicy prawdopodobie«stwa P zdarzenia warto±¢ zmiennej losowej Xn odchyli
si¦ od warto±ci ±redniej µ o wi¦cej ni» dowolnie maªa liczba ε wynosi zero. Zbie»no±¢ wedªug

prawdopodobie«stwa oznacza si¦ jako Xn
P→ a oraz mówi si¦, »e a jest granic¡ prawdopodobie«stwa

(plim) dla ci¡gu Xn, (plimXN = a).
W przypadku zmiennej losowej ci¡gªej prawdopodobie«stwo tego, »e przyjmuje ona ustalon¡

warto±¢ xi, jest równe 0. Rozwa»a si¦ wi¦c prawdopodobie«stwo tego, »e warto±ci zmiennej X le»¡
w ustalonym sko«czonym przedziale [a, b]. Je±li istnieje funkcja f(t) zwana g¦sto±ci¡ prawdopodo-
bie«stwa, »e zachodzi wzór

P (a ≤ X ≤ b) =

b�
a

f(t)dt, (207)

to mówimy o absolutnie ci¡gªej funkcji rozkªadu
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F (x) = P (X ≤ x) =

b�
−∞

f(t)dt (208)

i odpowiednio o absolutnie ci¡gªej zmiennej losowej [Bronsztejn et al. (2007)].

De�nicja 7. Zbie»no±¢ warto±ci wedªug rozkªadu [Lachowicz (2012)], [Bronsztejn et al. (2007)].
Ci¡g zmiennych losowych Xn : N = 1, 2, ..., gdzie indeks N oznacza wielko±¢ próby, zbiega wedªug
rozkªadu do ci¡gªej zmiennej losowej X, wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim
n→∞

FN (ξ) + F (ξ); ∀ξ ∈ R (209)

gdzie FN jest dystrybuant¡ xN , oraz F jest ci¡gª¡ dystrybuant¡ zmiennej losowej X.

Dla warto±ci wªasnych (211) obserwatora liniowego (199) estymaty stanu s¡ asymptotycznie
zbie»ne do u±rednionych warto±ci stanu estymatora liniowego (137), (138), (139). Z wªasno±ci al-
gorytmu LSE dla funkcji bazowej ARMAX wynika, »e zmienne stanu estymatora liniowego (137),
(138), (139) s¡ zbie»ne do u±rednionych na przedziale zmiennych stanu systemu nieliniowego (210),
(77) wg prawdopodobie«stwa (De�nicja 6), (206), (212), (213), (214).

lim
t→∞

x̂(t, β, τcr)→
P
ξ, (210)

λ(Â(β, τcr)− LĈ(β, τcr)) < 0, (211)

x̂1 →
P1

ξ1 (212)

x̂2 →
P2

ξ2 (213)

x̂2 →
P3

ξ3 (214)

Dla przedstawionych zaªo»e« otrzymujemy prawo sterowania systemu nieliniowego z obserwatorem
(199) na przedziale linearyzacji [t0 −4t, t0 +4t]

JNL =

∞�

0

(x̂
T

(t, β, τcr)Qx̂(t, β, τcr) + ũT (t)Rũ(t))dt, (215)

KNL(β, τcr) = R−1(β, τcr)βB̂
T
P (β, τcr), (216)

Â
T

(τcr)P + PÂ(τcr)− PβB̂R−1βB̂
T
P +Q = 0, (217)

u(t) = KNL(β, τcr)x̂(t, β, τcr). (218)
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Do zwery�kowania hipotez postawionych w pracy wykorzystano modele Hammersteina-Wienera. W
strukturze modelu Hammersteina-Wienera mo»na wydzieli¢ model liniowy oraz funkcje nieliniowe
(Rys. 20) [Schon et al. (2013)]. Dla ro»nych struktur nieliniowo±ci w modelach Hammersteina-
Wienera skorygowano macierze obserwatora modelu liniowego (198) poprzez zastosowanie optymali-
zacji numerycznej dla wspóªczynników korekcyjnych β, τcr (199), (217) funkcji celu minimalizuj¡cej
bª¡d wyj±cia. W celu wery�kacji hipotezy o istnieniu obserwatora u±redniaj¡co-linearyzuj¡cego w
ukªadzie sterowania (17) zaªo»ono »e funkcja nieliniowa w strukturze modelu Hammersteina-Wienera
[Schon et al. (2013)] b¦dzie reprezentowaªa niepewno±¢ modelu. Zaªó»my, »e istnieje warto±¢ wzmoc-
nienia regulatora LQR [Grabowski (2013)], [Grabowski (2017)], (Rys. 17), która speªnia kryterium
sterowalno±ci dla systemu nieliniowego.

Rysunek 20: Model systemu nieliniowego Hammersteina-Wienera.

Rozwa»ono dwa przypadki:

1. Znany jest model liniowy, na podstawie którego obliczono obserwator i regulator LQR, nie-
znana jest funkcja nieliniowa, której wpªyw na dynamik¦ systemu w ukªadzie sterowania (17)
skorygowano poprzez zastosowanie korekcji obserwatora (198) o wysokim wzmocnieniu HG i
korekcji macierzy regulatora LQR (216), (Rozdziaª 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3).

2. Nieznany jest model liniowy oraz funkcja nieliniowa, dla tego przypadku model liniowy estymo-
wano algorytmem opisanym w (Rozdziale 4.2.7). Korekcj¦ wpªywu nieliniowo±ci na dynamik¦
systemu oraz bª¦du estymatora liniowego (136) w ukªadzie sterowania (17) wykonano poprzez
zastosowanie obserwatora o wysokim wzmocnieniu (199) oraz korekcj¦ macierzy regulatora
LQR (216), (Rozdziaª 4.8).

Wspóªczynniki korekcyjne β i τcr obliczono metod¡ optymalizacji numerycznej dla funkcji celu (219)
minimalizuj¡cej bª¡d wyj±cia modelu, przy zaªo»eniu staªych warto±ci wªasnych obserwatora λo oraz
macierzy wagowych regulatora LQR Q = 1, R = 1.

ey =
1

n

n∑
i=1

(yi − yr)2 (219)

4.7.1 Model z nieliniowo±ci¡ na wyj±ciu

Dany jest system dynamiczny opisany równaniami stanu (220), (221), (222) w postaci kanonicznej
sterowalnej z nieliniowo±ci¡ (223) na wyj±ciu (Rys. 21).

Rysunek 21: Model Wienera z nieliniowo±ci¡ na wyj±ciu.
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A =

 −6.10 −10.65 −3.92
1 0 0
0 1 0

 , (220)

B =

 1
0
0

 , (221)

C =
[

0 0 3.92
]
, (222)

y(t) = 5sin(3Cx(t)). (223)

Systemy nieliniowe nie speªniaj¡ zasady superpozycji, w zwi¡zku z tym do linearyzacji wykorzystano
sygnaª testuj¡cy zmienny (Rys. 26). Do wyj±cia systemu dodano zakªócenia. Rozwa»ono przypadek
zakªóce« nieskorelowanych (224) w strukturze sterowania (Rys. 17) oraz zakªóce« skorelowanych
(225) w strukturze sterowania (Rys. 18).

z̃1, (224)

z̃2 = y(t)− yr(t) + z̃1. (225)

Jako wska¹nik jako±ci sterowania dla ukªadu (17) w eksperymentach numerycznych przyj¦to bª¡d
±redniokwadratowy (219) wzgl¦dem warto±ci referencyjnej, która przyjmuje zero w zadaniu stabi-
lizacji lub jest funkcj¡ czasu (Rys. 26) w zadaniu sterowania po trajektorii referencyjnej (ang.
tracking).

Rysunek 22: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia modelu (223) w ukªadzie sterowania (Rys. 17) w funkcji
wspóªczynnika koryguj¡cego β.
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Rysunek 23: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia (219) ukªadu regulacji (Rys. 17) w funkcji wspóªczynnika
koryguj¡cego τcr.

Metod¡ topologiczn¡ pªaszczyzny fazowej przeprowadzono badanie modelu (223), które pozwala
okre±li¢ podstawowe wªa±ciwo±ci dynamiczne zmiennych stanu w dziedzinie czasu oraz oszacowa¢
stabilno±¢ systemu. Wykresy stabilizacji systemu (223) w ukªadzie sterowania (Rys. 17) przedsta-
wiono na pªaszczy¹nie fazowej (Rys. 24) dla ró»nych stanów pracy. Dla powy»szych uwarunkowa«
wykresy na pªaszczy¹nie fazowej przedstawiono w ukªadzie wspóªrz¦dnych wyj±cia modelu y(t) i
zmiennej stanu x2L(t) = ẋ1L(t) gdzie x1L(t) = yL(t), wyró»nionej z modelu struktury liniowej.
Przeprowadzono badanie ukªadu regulacji LQR z obserwatorem linearyzuj¡cym w zadaniu sterowa-
nia po trajektorii referencyjnej (Rys. 18).
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Rysunek 24: Trajektorie stanu w zadaniu stabilizacji modelu (223) dla optymalnej warto±ci wspóª-
czynnika β = 0.004 w dwóch stanach pracy.

Zaªó»my, »e istnieje warto±¢ wzmocnienia regulatora [Grabowski (2013)], [Grabowski (2017)], (Rys.
17), która speªnia kryterium sterowalno±ci systemu nieliniowego (220), (223).

Rysunek 25: Stabilizacja modelu (223) dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika τcr = 2.6 w dwóch
stanach pracy.
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4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 26: Sterowanie modelu (223) po trajektorii referencyjnej bez korekcji oraz z korekcj¡ dla
optymalnych warto±ci wsp. β i τcr.

4.7.2 Model z nieliniowo±ci¡ na wej±ciu

Dany jest system dynamiczny opisany równaniami stanu (220), (221), (222) w postaci kanonicznej
sterowalnej z nieliniowo±ci¡ (226) na wej±ciu (Rys. 21).

Rysunek 27: Model Hammersteina z nieliniowo±ci¡ na wej±ciu.

ẋ(t) = Ax(t) +B(5sin(5u(t))), (226)
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4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 28: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia modelu (226) ukªadu regulacji (Rys. 17) w funkcji wspóªczyn-
nika koryguj¡cego β.

Rysunek 29: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia modelu (226) ukªadu regulacji (Rys. 17) w funkcji wspóªczyn-
nika koryguj¡cego τcr.
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4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 30: Trajektorie stanu w zadaniu stabilizacji modelu (226) w ukªadzie regulacji (Rys. 17)
dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika β = 0.02 w dwóch stanach pracy.

Rysunek 31: Trajektorie stanu w zadaniu stabilizacji modelu (226) w ukªadzie regulacji (Rys. 17)
dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika τcr = 2.8 w dwóch stanach pracy.

54



4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 32: Sterowanie modelu (226) po trajektorii referencyjnej bez korekcji oraz z korekcj¡ dla
optymalnych warto±ci wsp. β i τcr.

4.7.3 Model z nieliniowo±ci¡ na wej±ciu i wyj±ciu

Dany jest system dynamiczny opisany równaniami stanu (220), (221), (222) w postaci kanonicznej
sterowalnej z nieliniowo±ci¡ na wej±ciu (227) i wyj±ciu (228), (Rys. 20).

ẋ(t) = Ax(t) +B(5sin(5u(t))), (227)

y(t) = 5sin(3Cx(t)) (228)
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4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 33: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem HG (198) w funkcji
wspóªczynnika koryguj¡cego β.

Rysunek 34: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem HG (198) w funkcji
wspóªczynnika koryguj¡cego τcr.
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4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 35: Trajektorie stanu w zadaniu stabilizacji modelu (228) w ukªadzie regulacji (Rys. 17)
dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika β = 0.45.

Rysunek 36: Trajektorie stanu w zadaniu stabilizacji modelu (228) w ukªadzie regulacji (Rys. 17)
dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika τcr = 1.5.
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4.7 Sterowanie modelami nieliniowymi Hammersteina-Wienera

Rysunek 37: Sterowanie modelu (228) po trajektorii referencyjnej bez korekcji oraz z korekcj¡ dla
optymalnych warto±ci wsp. β i τcr.

4.7.4 Podsumowanie eksperymentów na modelach Hammersteina-Wienera

W eksperymentach numerycznych przeprowadzonych na modelach Hammersteina-Wienera zwery�-
kowano algorytm linearyzacji (Rozdziaª 4.2.7) i optymalizacji obserwatora linearyzyuj¡cego o wy-
sokim wzmocnieniu. Potwierdzono wªa±ciwo±ci koryguj¡ce obserwatora linearyzuj¡cego o wysokim
wzmocnieniu dla systemu nieliniowego, którego dowód wg [Khalil (2015)] zamieszczono w rozdziale
4.5, potwierdzono w rozdziale 4.6 oraz zwery�kowano eksperymentalnie w rozdziale 4.7. Wyka-
zano brak wªasno±ci koryguj¡cych optymalnego obserwatora liniowego w sterowaniu LQR (Rys.
17) dla wspóªczynników korekcyjnych β = 1, τcr = 1. Na podstawie dyskusji przeprowadzonej w
rozdziaªach 4.5 oraz 4.6 i eksperymentów numerycznych (Rozdziaª 4.7) mo»na sformuªowa¢ tez¦,
»e problem i kierunek zaproponowanego rozwi¡zania przez [Khalil (2015)] jest sªuszny, jednak nie
wyczerpuje caªo±ci zagadnienia, co wykazano w rozdziale 4.6 i potwierdzono eksperymentalnie w
rozdziale 4.7, wprowadzaj¡c przeszacowane staªe czasowe estymatora linearyzuj¡cego, które zmie-
niaj¡ wzmocnienie obserwatora oraz regulatora LQR. Rozwi¡zanie (Rozdziaª 4.7) dla pewnych klas
systemów nieliniowych i silnie nieliniowych daje lepsze wska¹niki jako±ci od postulatu uwzgl¦dnie-
nia niepewno±ci modelu do przeszacowania wzmocnienia obserwatora zaproponowanego w [Khalil
(2015)]. Podej±cie zaproponowane w pracy jest uogólnione na szersz¡ klas¦ systemów nieliniowych.
Z eksperymentów numerycznych przeprowadzonych na modelach Hammersteina-Wienera wynika, »e
deterministyczn¡ zmienn¡ decyzyjn¡ w zadaniu optymalizacji, która decyduje o stabilno±ci ukªadu
regulacji (Rys. 17) i warto±ci wska¹nika jako±ci (219) jest wspóªczynnik korekcji β (198), (199). Z
powy»szych wzgl¦dów dalsze badania b¦d¡ przeprowadzone z nadaniem priorytetów kolejno±ci opty-
malizacji. Wspóªczynnik korekcji β b¦dzie pierwsz¡ zmienn¡ decyzyjn¡ optymalizacji obserwatora
HG, dla optymalnej warto±ci β wykonana zostanie optymalizacja wspóªczynnika korekcji τcr. Opty-
malizacj¦ wspóªczynników korekcyjnych, które s¡ funkcjami niewypukªymi wykonano numerycznie
»e wzgl¦du na utykanie algorytmów gradientowych. Zastosowano algorytm rekurencyjnego poszuki-
wania minimum funkcji celu ze zmian¡ kroku i zaw¦»aniem przedziaªu wokóª najlepszych warto±ci
wska¹nika jako±ci.
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Badanie systemu Hammersteina-Wienera (Rozdziaª 4.7.3) powtórzono, zakªadaj¡c, »e nieznana jest
struktura modelu, z której metod¡ opisan¡ w rozdziale (Rozdziaª 4.2.7) wyró»niono model liniowy,
niepewno±¢ modelu skorygowano poprzez zastosowanie obserwatora o wysokim wzmocnieniu (199)
i regulatora (216). Dany jest system dynamiczny opisany równaniami stanu (220), (221), (222), w
postaci kanonicznej sterowalnej z nieliniowo±ci¡ na wej±ciu (227) i wyj±ciu (228) (Rys. 20), z wa-
runkiem pocz¡tkowym x2(0) = 0.01. Dla sygnaªu testuj¡cego jak na (Rys. 26) warto±ci dyskretne
wej±cia i wyj±cia z przedziaªu linearyzacji wprowadzono do algorytmu (Rozdziaª 4.2.7), który wg [Ton
(1971)], [Browder (1964)], [Lions (1965)] pozwoliª na wyró»nienie struktur liniowych. Przyj¦to zaªo-
»enie, »e do obliczenia optymalnego estymatora liniowego wykorzystane zostan¡ dane z przedziaªu
t ∈ [90 . . . 100] dla sygnaªu testuj¡cego (Rys. 37). Obliczono optymalny estymator liniowy (Roz-
dziaª 4.2.7). Niepewno±¢ modelu w ukªadzie regulacji (Rys. 17) skorygowano poprzez zastosowanie
obserwatora linearyzuj¡cego o wysokim wzmocnieniu HG (199).

Rysunek 38: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (18) z obserwatorem HG w funkcji wspóª-
czynnika koryguj¡cego β.
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Rysunek 39: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (18) z obserwatorem HG w funkcji wspóª-
czynnika koryguj¡cego τcr.

Rysunek 40: Stabilizacja modelu dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika β = 0.004.
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Rysunek 41: Stabilizacja modelu dla optymalnej warto±ci wspóªczynnika τcr = 5.18 .

Rysunek 42: Sterowanie modelu (227), (228) po trajektorii referencyjnej z obserwatorem linearyzu-
j¡cym (199), bez korekcji oraz z korekcj¡ dla optymalnych warto±ci wsp. β i τcr.

Porównuj¡c wska¹nik jako±ci (219), (Rys. 33), (Rys. 38), (Rys. 34), (Rys. 39) oraz trajektorie
stanu w zadaniu stabilizacji (Rys. 35), (Rys. 40) eksperymentów przeprowadzonych w rozdziaªach
4.7.3, 4.8 nasuwa si¦ wniosek, »e w ukªadzie sterowania (Rys. 18) z regulatorem LQR i obserwato-
rem o wysokim wzmocnieniu znacz¡co lepsze wska¹niki jako±ci ey;

0,015
0.006ARMAX

(β), 0,1
0,016ARMAX

(τcr),
uzyskuje si¦ dla obserwatora linearyzuj¡cego o wysokim wzmocnieniu i regulatora LQR obliczonych
dla modelu linearyzowanego metod¡ ARMAX (Rozdziaª 4.2.7).
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4.9 Sterowanie nieliniowym systemem oscylacyjnym

Dany jest nieliniowy system dynamiczny, oscylator Van der Pola opisany równaniem

ẍ+ a1(1− x2)ẋ+ a2x = bu, (229)

z parametrami wg [Zak (2003)] (Driankov, Hellendoorn, and Reinfrank [67, pp.266-272]), a1 =
2.2165, a2 = b = 12.7388, sterowanie nale»y do przedziaªu |u| ≤ 15. System dynamiczny (229)
zamodelowano w Matlab/Simulink (Rys. 43).

Rysunek 43: Model systemu dynamicznego (229) w Matlab/Simulink.

Z równania (229) mo»na wyodr¦bni¢ model liniowy

ẍ+ a1ẋ+ a2x = bu, (230)

w zapisie operatorowym otrzymujemy

G(s) =
12.7388

s2 + 2.2165s+ 12.7388
. (231)

Po przeksztaªceniu równania (231) do postaci kanonicznej sterowalnej w przestrzeni stanów ob-
liczono obserwator (198) i regulator LQR (18). Do obserwatora wprowadzono sygnaª wej±ciowy i
wyj±ciowy z modelu nieliniowego (229) w ukªadzie sterowania (Rys. 17). Wykorzystuj¡c algorytm
(Rozdziaª 4.2.7) oraz do±wiadczenia na modelach Hammersteina-Wienera (Rozdziaª 4.7), wykonano
korekcj¦ wzmocnienia obserwatora HG (198) wykorzystuj¡c optymalizacj¦ numeryczn¡ dla zmien-
nych decyzyjnych β, τcr. Obliczono warto±¢ optymalnego wspóªczynnika β, dla którego wykonano
optymalizacj¦ numeryczn¡ wspóªczynnika korekcji τcr. Wyniki optymalizacji numerycznej przedsta-
wiono na wykresach (Rys. 44), (Rys. 45).
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Rysunek 44: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem HG w funkcji
wspóªczynnika koryguj¡cego β.

Rysunek 45: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem w funkcji wspóª-
czynnika koryguj¡cego τcr dla optymalnej warto±ci β.

Dla optymalnego obserwatora HG w ukªadzie sterowania (Rys. 17) metod¡ topologiczn¡ pªasz-
czyzny fazowej przeprowadzono badanie stabilno±ci systemu dynamicznego (229). Wykresy stabili-
zacji systemu (229) w ró»nych stanach pracy przedstawiono na pªaszczy¹nie fazowej (Rys. 46).
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Rysunek 46: Trajektorie stanu systemu nieliniowego (229) dla sterowania w zadaniu stabilizacji w
ró»nych punktach pracy.

Rysunek 47: Sterowanie modelu (229) po trajektorii referencyjnej w ukªadzie regulacji (Rys. 18) z
obserwatorem HG (198) i korekcj¡ warto±ci wspóªczynników βopt i τcr(opt).

Eksperyment powtórzono przy zaªo»eniu »e struktura systemu nieliniowego (229) nie jest znana,
znany jest sygnaª testuj¡cy i odpowied¹. Dla powy»szych zaªo»e« powtórzono post¦powanie jak w
rozdziale 4.8. Sygnaª testuj¡cy zostaª wykorzystany jako sygnaª referencyjny w zadaniu sterowania
trajektorii referencyjnej. Wyniki eksperymentu zamieszczono na rysunkach (Rys. 47), (Rys. 48),
(Rys. 49).
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Rysunek 48: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem linearyzuj¡cym
HG(ARMAX) w funkcji wspóªczynnika koryguj¡cego β.

Rysunek 49: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem linearyzuj¡cym
HG(ARMAX) w funkcji wspóªczynnika koryguj¡cego τcr dla optymalnej warto±ci β.

65



4.9 Sterowanie nieliniowym systemem oscylacyjnym

Rysunek 50: Trajektorie stanu systemu nieliniowego (229) w zadaniu stabilizacji LQR dla ró»nych
punktów pracy z linearyzacj¡ (Rozdziaª 4.2.7).

Rysunek 51: Sterowanie systemu nieliniowego (229) po trajektorii referencyjnej z obserwatorem
linearyzuj¡cym HG (199), dla optymalnych warto±ci wspóªczynników korekcji β i τcr.

Zastosowanie linearyzacji (Rozdziaª 4.2.7) oraz obserwatora (199) o wysokim wzmocnieniu dla
modelu oscylatora nieliniowego (229) pozwoliªo uzyska¢ znacz¡co lepszy wska¹nik jako±ci (234),
(219) w zadaniu sterowania po trajektorii referencyjnej (Rys. 47), (Rys. 51) w relacji do ukªadu
regulacji zbudowanego w oparciu o model liniowy (230) wyodr¦bniony z modelu nieliniowego (229)
oraz znacz¡co lepsz¡ zbie»no±¢ w zadaniu stabilizacji (Rys. 46), (Rys. 50).
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JOscG(s) = 0.01543 (232)

JOscARMAX = 0.004112 (233)

JOscG(s)

JOscARMAX
= 3, 7524 (234)

4.10 Sterowanie nieliniowym modelem niestabilnym z linearyzacj¡ ARMAX

Rozwa»my nieliniowy niestabilny system dynamiczny opisany równaniem

ẋ(t) = x3(t), (235)

po wprowadzeniu sterowania otrzymujemy

ẋ(t)− x3(t) = bu(t). (236)

System (235) jest globalnie niestabilny poza punktem równowagi x(0), który w tym przypadku jest
¹ródªem trajektorii systemu. Dla powy»szych zaªo»e« powtórzono post¦powanie (Rozdziaª 4.8).
Wyniki zamieszczono na rysunkach (Rys. 52), (Rys. 52), (Rys. 54), (Rys. 55) .

Rysunek 52: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji LQR z obserwatorem w funkcji wspóªczynnika
koryguj¡cego β.
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4.10 Sterowanie nieliniowym modelem niestabilnym z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 53: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem linearyzuj¡cym
(199) HG w funkcji wspóªczynnika koryguj¡cego τcr dla optymalnej warto±ci β.

Rysunek 54: Trajektorie stanu systemu nieliniowego (236) dla sterowania w zadaniu stabilizacji.
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4.10 Sterowanie nieliniowym modelem niestabilnym z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 55: Sterowanie systemu nieliniowego (236) po trajektorii referencyjnej z linearyzacj¡ AR-
MAX.

Z eksperymentów przeprowadzonych na modelu (236) wynika, »e zaproponowany algorytm li-
nearyzacji pozwala na linearyzacj¦ systemów niestabilnych. Zastosowanie omówionych algorytmów
obliczenia obserwatora HG i regulatora LQR pozwala na stabilizacj¦ systemów niestabilnych w ukªa-
dzie sterowania (Rys. 17), (Rys. 18).
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4.11 Sterowanie systemem nieliniowym z histerez¡, linearyzacj¡ ARMAX przy ograniczeniu na
sterowanie

4.11 Sterowanie systemem nieliniowym z histerez¡, linearyzacj¡ ARMAX przy

ograniczeniu na sterowanie

Dany jest system dynamiczny opisany równaniem nieliniowym (237),

ẍ(t) + 0.01ẋ(t) + x(t) + x2(t) = u(t), (237)

sterowany sygnaªem o ograniczonej warto±ci z histerez¡

uεR[−2.95...−hyst0hyst...2.95]. (238)

Sygnaª steruj¡cy zamodelowano w Matalab/Simulik jak na (Rys. 56)

Rysunek 56: Model sygnaªu steruj¡cego z histerez¡ (przeka¹nik).

Linearyzacj¦ systemu przeprowadzono algorytmem (Rozdziaª 4.2.7) na przedziale
k ∈ [87...1100], (239)

dla ogranicze«
u ∈ (−1...1), (240)

z krokiem dyskretyzacji 4t = 0.01[s].
Do celów linearyzacji wykorzystano funkcj¦ testuj¡c¡ u(k4t) = sin(220k4t), dla odpowiednich
warto±ci dyskretnych sygnaªu testuj¡cego na wej±ciu zarejestrowano warto±ci sygnaªu na wyj±ciu.
Dane uzyskane z eksperymentu wykorzystano w algorytmem linearyzacji (Rozdziaª 4.2.7), (136). Po
konwersji do dziedziny czasu ci¡gªego i przestrzeni stanów otrzymano model w formie kanonicznej
sterowalnej

Â =

 −7.8304 1.0547 −0.2086
1 0 0
0 1 0

 ,
B̂ =

 1
0
0

 ,
Ĉ =

[
0.000011 0.0058 0.0536

]
. (241)

Linearyzuj¡ce sprz¦»enie zwrotne zrealizowano poprzez obserwator HG (199), dla modelu skorygo-
wanego (4.5) wyliczono wzmocnienie regulatora LQR (242)

K =
[

0.4681 3.7752 0.3669
]
. (242)
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4.11 Sterowanie systemem nieliniowym z histerez¡, linearyzacj¡ ARMAX przy ograniczeniu na
sterowanie

Rysunek 57: Trajektorie stanu systemu dla sterowania w zadaniu stabilizacji.

Rysunek 58: Sterowanie po trajektorii referencyjnej.

Proponowane algorytmy: linearyzacji, obliczenia obserwatora HG i regulatora LQR zapewniªy
stabilizacj¦ systemu (237), (238) (Rys. 57) oraz sterowanie po trajektorii referencyjnej (Rys. 58) z
akceptowalnym poziomem bª¦du.
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡

ARMAX

Proponowany algorytm linearyzacji oraz sterowania LQR z obserwatorem o wysokim wzmocnieniu
zwery�kowano eksperymentalnie na stanowisku laboratoryjnym lewitacji magnetycznej.

Rysunek 59: Lewitacja magnetyczna, stanowisko laboratoryjne.

Rysunek 60: Model sterowania lewitacji magnetycznej w Matlab/Simulink.
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 61: Podsystem w Matlab/Simulink modelu sterowania lewitacji magnetycznej: obserwator
i regulator LQR.

Aplikacja steruj¡ca modelem lewitacji magnetycznej pracuje w systemie Matlab/Simulink R2015a
Realtime na platformie systemu operacyjnego Windows 7, komunikuj¡c si¦ z elektronicznym modu-
ªem przetwornika I/O (wej±cie/wyj±cie). Ograniczenia techniczne monitoringu i akwizycji warto±ci
pomiarowych pozwalaj¡ na archiwizacj¦ danych z krokiem dyskretyzacji 0.01[s]. Dla laboratoryjnego
systemu lewitacji magnetycznej (Rys. 59) podj¦to prób¦ identy�kacji modelu matematycznego w
peªnym zakresie pracy tj. silnie nieliniowego systemu niestabilnego, generuj¡c warto±ci sterowania
u(t) = 0.001umaxt na przedziale t = [t0...tn] z przyrostem warto±ci steruj¡cej 0.01umax/1s. Po osi¡-
gni¦ciu g¦sto±ci sumienia magnetycznego równowa»¡cego energi¦ potencjaln¡ kulki nast¡piªa zmiana
poªo»enia. Zarejestrowano warto±ci sterowania i poªo»enia kulki. Ograniczenia techniczne dyskrety-
zacji i archiwizacji danych pozwoliªy na zarejestrowanie od kilku do kilkunastu warto±ci zale»nych
y(t) = f(u(t)). Maªa ilo±¢ uzyskanych danych zale»nych nie pozwoliªa na wykonanie identy�kacji
w szerszym otoczeniu z akceptowalnym poziomem bª¦du. Ze wzgl¦du na ograniczenia techniczne
dyskretyzacji danych eksperyment identy�kacji modelu lewitacji magnetycznej wykonano metod¡ od-
chyªkow¡. Po ustabilizowaniu systemu regulatorem PID na wej±cie referencyjne regulatora podano
sygnaª testuj¡cy (243), (Rys. 62), warto±ci sygnaªu testuj¡cego i poªo»enie kulki zostaªy zarchiwi-
zowane. Zarchiwizowane warto±ci wykorzystano do identy�kacji przy u»yciu algorytmu opisanego w
publikacji [Latocha (2018a)].

yr(t) = 0, 0012sgn(sin(0.016t)). (243)
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 62: Identy�kacja modelu lewitacji magnetycznej, sygnaª testuj¡cy i odpowied¹ modelu.

Zidenty�kowany model dyskretny przekonwertowano do dziedziny czasu ci¡gªego z wykorzystanie
algorytmu ekstrapolatora zerowego rz¦du ZOH, otrzymano model (244).

Ĝlewitacja(s) =
−2263s2 − 3.252e04s− 7.596e04

s3 + 187.5s2 + 4.456e04s+ 1.788e06
. (244)

Dla zidenty�kowanego modelu lewitacji magnetycznej (244) przeprowadzono badanie stabilno±ci i
wªasno±ci dynamicznych (Rys. 63), (Rys. 64), (Rys. 65), (Rys. 66).
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 63: Lewitacja odpowied¹ modelu (244) na skok jednostkowy.

Rysunek 64: Lewitacja odpowied¹ modelu (244) na impuls.
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 65: Wykres Bodego dla modelu (244).

Rysunek 66: Wykres Nyquista dla modelu (244).

W celu obliczenia obserwatora linearyzuj¡cego i regulatora LQR model otrzymany z identy�kacji
(244) przekonwertowano do postaci kanonicznej sterowalnej w przestrzeni stanów. Po zastosowaniu
korekcji (199) dla optymalnych warto±ci wspóªczynników koryguj¡cych β = 36.1e− 5 oraz τcr = 0.5
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

obliczono macierze modelu zlinearyzowanego oraz macierz regulatora LQR (250). Dla arbitralnie
przyj¦tych warto±ci wªasnych obserwatora λ = −500, wykorzystuj¡c algorytm optymalizacji Acker-
manna obliczono macierze obserwatora HG (248), (249),

Â =

 −28.268 −61200 −1611520
1 0 0
0 1 0

 , (245)

B̂ =

 1
0
0

 , (246)

Ĉ =
[

40.2154 −46439.04 18480889.6
]
, (247)

F =

 −12.972052362 −78863.112245837 5417695.664400513
1.141949145 −163.916858801 65232.385748591
−0.000267896 1.309355280 −123.111088838

 , (248)

L =

 −380350.5034952708
−3529.7210881337

6.6615347801

 . (249)

Macierz wzmocnienia (250) regulatora LQR (19) obliczono, rozwi¡zuj¡c algebraiczne równanie Ric-
catiego (20) modelu skorygowanego (245), (246), dla macierzy wspóªczynników wagowych R = 1,
Q = 1,

K =

 0.242858463518190
6.394613163382415
0.000000310295985

 . (250)
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

Rysunek 67: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia (219) modelu (244) w ukªadzie sterowania (Rys. 17) w funkcji
wspóªczynnika koryguj¡cego β.

Rysunek 68: Zale»no±¢ bª¦du wyj±cia (219) ukªadu regulacji (Rys. 17) z obserwatorem (199) w
funkcji wspóªczynnika koryguj¡cego τcr dla optymalnej warto±ci β.

Na rysunkach (Rys. 67), (Rys. 68) przedstawiono obliczon¡ zale»no±¢ bª¦du wyj±cia ukªadu
regulacji w funkcji wspóªczynników korekcji β, τcr oraz naniesiono warto±ci wspóªczynników korek-
cji β, τcr (czerwony znacznik) dla których ustabilizowano system lewitacji magnetycznej. Przebieg
sygnaªu steruj¡cego i poªo»eniach kulki modelu lewitacji magnetycznej sterowanej klasycznym regu-
latorem PID oraz poprzez proponowany algorytm LQR z obserwatorem ARMAX przedstawiono na

78



4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

rysunkach (Rys. 70), (Rys. 69).

Rysunek 69: Stabilizacja LQR z obserwatorem linearyzuj¡cym HG w systemie lewitacji magnetycz-
nej.

Rysunek 70: Stabilizacja PID w systemie lewitacji magnetycznej.

System (Rys. 59) z regulatorem LQR i obserwatorem linearyzuj¡cym (199) speªniª zaªo»enia
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4.12 Sterowanie laboratoryjnym modelem lewitacji magnetycznej z linearyzacj¡ ARMAX

(Teza 1 1), (Teza 2 2). Jest systemem silnie nieliniowym, w którym zostaªy wyró»nione struktury
liniowe (244), (199) powi¡zane zale»no±ci¡ funkcyjn¡ (Rozdziaª 4.1). Posiada mo»liwo±ci dodatkowej
korekcji sterowania poprzez zmian¦ macierzy wspóªczynników wagowych R i Q (216), dla których
przyj¦to warto±ci pocz¡tkowe R = 1 i Q = 1. System z regulatorem LQR i obserwatorem AR-
MAX dla warto±ci referencyjnej stabilizuje si¦ w innej odlegªo±ci od ¹ródªa pola magnetycznego w
odniesieniu do systemu sterowanego regulatorem PID. Wymaga innej warto±ci energii dostarczo-
nej do ukªadu (251), (252) w celu zrównowa»enia energii potencjalnej kulki, które jest nieliniow¡
zale»no±ci¡ wielko±ci steruj¡cej I(−→r ) (252) oraz wªasno±ci ferromagnetycznych elektromagnesu, ma-
teriaªu kulki i otoczenia. Mo»na przypuszcza¢, »e ma to zwi¡zek ze zmianami sygnaªu steruj¡cego
(255), (257) (pulsacj¡), w przypadku systemów elektrycznych wg zale»no±ci f( δidt) generowane s¡
ro»ne formy energii. W ukªadzie laboratoryjnym pomiar energii dostarczanej do ukªadu lewitacji
magnetycznej wykonany jest przetwornikiem analogowo-cyfrowy (ang. A/D � analog to digital). Dla
sygnaªu steruj¡cego pr¡dowego o du»ej warto±ci pulsacji i amplitudy, który nie jest funkcj¡ trygo-
nometryczn¡, pomiar obarczony jest du»¡ niepewno±ci¡. Potwierdzaj¡ to wyniki przeprowadzonych
eksperymentów. Ukªad sterowany regulatorem PID wykazuje najlepsze wska¹niki stabilno±ci i od-
porno±ci na zakªócenia, poniewa» sygnaª steruj¡cy jest funkcj¡ wyj±cia któr¡ jest poªo»enie kulki,
pomiar optyczny z minimaln¡ niepewno±ci¡. W sterowaniu regulatorem LQR systemu lewitacji
magnetycznej wska¹niki stabilno±ci i odporno±ci na zakªócenia s¡ gorsze, poniewa» sygnaª steru-
j¡cy jest funkcj¡ zmiennych stanu zale»nych od sterowania którego pomiar jest niepewny i wyj±cia
w przypadku zastosowania obserwatora. Z powy»szych wzgl¦dów nie mo»na porówna¢ wska¹nika
jako±ciowego kosztów sterowania. Mo»na porówna¢ wska¹niki jako±ciowe stabilizacji (254).

H =
B

µ0µr
(251)

gdzie
I nat¦»enie pr¡du
H nat¦»enie pola magnetycznego jest równowa»ne energii pola magnetycznego
B indukcja pola magnetycznego
µ0 przenikalno±¢ magnetyczna pró»ni
µrwzgl¦dna przenikalno±¢ magnetyczna substancji
gdzie z prawa Biota-Savarta nat¦»enie pola magnetycznego w odlegªo±ci r od ¹ródªa pola dane

jest wzorem

d
−→
B =

µ0I

4π

d
−→
l ×−→r
|−→r |3

(252)

gdzie
−→r wersor dla punktów wytwarzaj¡cych pole i miejsca pola
r odlegªo±¢ elementu przewodnika od punktu pola
d
−→
l wektor o kierunku przewodnika i zwrocie odpowiadaj¡cym kierunkowi pr¡du i dªugo±ci równej

dªugo±ci elementu przewodnika
Przyj¦to zaªo»enie, »e wska¹nikiem jako±ci b¦dzie wariancja poªo»enia oraz sterowania w zadaniu

stabilizacji

V ar[X] = E[(X − µ)2]. (253)

Wariancj¦ mo»na estymowa¢ za pomoc¡ n-elementowej próby losowej. Dla nieobci¡»onego esty-
matora dana jest równaniem (254) [Bronsztejn et al. (2007)]
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var2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2. (254)

var2LQR(u) = 2.3118e− 04 (255)

var2LQR(y) = 1.1467e− 09 (256)

var2PID(u) = 0.0063 (257)

var2PID(y) = 8.8966e− 10 (258)

var2LQR(u)

var2PID(u)
= 0.0367 (259)

var2LQR(y)

var2PID(y)
= 1.2889 (260)

JLQR(y/u) =
var2LQR(y)

var2LQR(u)
= 4.9602e− 06 (261)

JPID(y/u) =
var2PID(y)

var2PID(u)
= 1.4122e− 07 (262)

JLQR(y/u)

JPID(y/u)
= 35.1239 (263)

Analizuj¡c sygnaª poªo»enia kulki dla modelu sterowanego regulatorem LQR na wykresie (Rys.
69), mo»na zaobserwowa¢ trend oscylacyjny, który mo»na zinterpretowa¢ jako nieoptymalny dobór
warto±ci wªasnych obserwatora. Dla wska¹nika jako±ciowego (254) sterowanie regulatorem LQR daje
znacz¡co lepsze wska¹niki na sterowanie, przy nieznacznie gorszych wska¹nikach stabilizacji wyj±cia
systemu. Do±wiadczenia laboratoryjne na stanowisku badawczym lewitacji magnetycznej wery�kuj¡
i potwierdzaj¡ tezy rozprawy oraz zaªo»enia i dowody matematyczne podane w publikacjach [Khalil
(2015)], [Khalil and Hassan (2017)].
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5 Linearyzacja systemów z uszkodzeniami

W systemach �zycznych przyczyn¡ nieliniowo±ci mog¡ by¢ defekty lub uszkodzenia. Systemy z
uszkodzeniami mog¡ by¢ linearyzowane poprzez zastosowanie regresji liniowej i modeli matematycz-
nych [Latocha (2018b)]. Zadania wykrywania uszkodze« ich izolacji i rekonstrukcji FDIR (ang. Fault
Detection Isolation and Recovery) s¡ wa»nym obszarem bada« w obszarze systemów dynamicznych.
Usterk¦ uznaje si¦ za wyst¦puj¡c¡, gdy w systemie wyst¡pi¡ zdarzenia niekorzystne, które spowo-
duj¡, »e stan systemu okre±la si¦ jako niestandardowe warunki, takie jak nieprawidªowe dziaªanie
urz¡dze« wykonawczych lub sensorów [Tan and Edwards (2002)]. Wykrywanie usterek metodami
oceny parametrycznej w procesach dynamicznych jest jednym z gªównych obszarów bada« [Isermann
(2005)], [Cho et al. (2018)]. Takie podej±cie wymaga znajomo±ci modelu matematycznego procesu.
W pracy zaproponowano wykorzystanie regresji liniowej do predykcji warto±ci oczekiwanej zmien-
nej stanu na podstawie której szacowany jest przedziaª uszkodze«. Dla oszacowanego przedziaªu
uszkodze« zaproponowano zastosowanie rekurencyjnego algorytmu regresji liniowej do rekonstruk-
cji warto±ci uszkodzonych danych pomiarowych. W systemach liniowych, posªuguj¡c si¦ modelem
obliczonym z danych referencyjnych, mo»na wykry¢ defekty systemu, zlokalizowa¢ oraz z rekonstru-
owa¢ poprawne warto±ci danych pomiarowych dla dowolnych uszkodze« na dowolnym horyzoncie w
ka»dym stanie, poprzez zastosowanie prognozy modelu predykcyjnego do szacowania warto±ci ocze-
kiwanej [Latocha (2018b)]. Wi¦kszo±¢ systemów �zycznych to systemy nieliniowe. W przypadku
systemów nieliniowych problem FDIR nie jest deterministyczny. Z powy»szych wzgl¦dów w pracy
rozwa»ono podej±cie oparte na oszacowaniu systemu nieliniowego z wykorzystaniem rekurencyjnej
regresji liniowej. Dany jest system nieliniowy opisany równaniami stanu w dyskretnej dziedzinie
czasu (264), (265), którego estymator liniowy mo»na zapisa¢ w postaci równa« (127, 265), (129) z
akceptowalnym bª¦dem.

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (264)

y(k) = f(Cx(k)) + emin (265)

5.1 Algorytm predykcyjny do szacowania i wst¦pnej korekcji usterek systemu

nieliniowego

Przyjmuj¡c zaªo»enie, »e uszkodzenie sensora generuje asymetryczny rozkªad nieprawidªowego po-
miaru, dla modelu referencyjnego (136) zidenty�kowanego w przedziale k = 1...N zawieraj¡cym
poprawne dane pomiarowe mo»na wygenerowa¢ warto±ci predykcyjne w przedziale N...M (266).

ŷNM (k) = Z−1[ĜN (z)ŨNM (z)]; k = N,N + 1...M (266)

gdzie k = j...N jest zakresem danych referencyjnych, a k = N...M horyzontem predykcji. W celu
identy�kacji i lokalizacji uszkodzonych warto±ci danych na horyzoncie N...M , jako kryterium oceny
uszkodzenia przyj¦to kryterium bª¦du predykcji [Xu et al. (2017)]. Dla danych ¹ródªowych obliczono
maksymalny bª¡d estymacji (267), na przedziale [k(τ), k(τ) + 1, ..., N ] (Rys. 71).

emax(k) = ŷN (k)− yN (k); k ∈ k(τ)...N (267)

gdzie k(τ) jest dyskretn¡ staª¡ czasow¡ modelu wzorcowego. Wariancj¦ danych na przedziale
[k(τ), k(τ) + 1, ..., N ] obliczono za pomoc¡ równania (268)

σN (k) =

√√√√ 1

N − j − τ(k)

N∑
k=j+τ(k)

(yN (k)− EŷN (k))2 (268)
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5.2 Eksperymenty numeryczne FD

Rysunek 71: Detekcja uszkodzenia.

Na przedziale predykcji kε[N...M ], zde�niowano górny (269) i dolny limit (270), bª¦du predykcji.

ysup(k) = ŷ(k) + emax,N (k) + σN (k), (269)

yinf (k) = ŷ(k)− emax,N (k)− σN (k), (270)

Dane w zakresie górnej i dolnej granicy (269, 270) horyzontu predykcji kε[N...M ] zde�niowano
jako poprawne, dane poni»ej dolnego i powy»ej górnego limitu predykcji (271, 272) zde�niowano
jako uszkodzenia (Rys. 71). Dla kryteriów uszkodzenia (271, 272) wska¹nik dyskretnych danych
zde�niowano jako d (273) (Rys. 71).

∃d = k, ∀(ysup(k)− y(k)) < 0 (271)

∃d = k, ∀(yinf (k)− y(k)) > 0 (272)

D = fD(k) = [d1, ..., dn]. (273)

Wst¦pna, szacunkowa lokalizacja obszaru uszkodzenia jest okre±lana przez warunki (271, 272) i
zde�niowana jako wektor uszkodzenia D (273).

5.2 Eksperymenty numeryczne FD

Detekcja uszkodzonego obszaru danych. Dany jest system dynamiczny opisany równaniami w dzie-
dzinie dyskretnej z czasem próbkowania 4t = 0.1[s] podlegaj¡cy zakªóceniom Gaussowskim (274,
275)

G(z) =
−0.3832z2 − 0.2338z + 0.06683

z3 − 1.127z2 + 0.494z − 0.1129
, (274)

y(k) = sin(0.1k)(Z−1[G(z)U(z)]) + ε. (275)

x ∈ Rn; u ∈ Rm; y ∈ Rr, (276)

Dane pomiarowe z systemu zostaªy uszkodzone w przedziale dyskretyzacji (278) zakªóceniami o
rozkªadzie wykªadniczym (Rys. 71). Obliczona wst¦pna lokalizacja uszkodzonego obszaru z wyko-
rzystaniem proponowanego algorytmu predykcji dana jest warto±ciami wska¹nika (277)
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kc = 3094...4330, (277)

gdzie wska¹nik rzeczywistych uszkodzonych danych zawiera si¦ w zakresie

kr = 2999....4335. (278)

Warto±¢ wska¹nika lokalizacji uszkodzenia (277) obci¡»ona jest obszarami niepewno±ci w otoczeniu
lewej i prawej granicy (Rys. 71). Niepewno±¢ lokalizacji uszkodzenia jest ¹ródªem znacz¡cych bª¦dów
w algorytmie linearyzacji. Za wska¹nik jako±ci rekonstrukcji wadliwych danych przyj¦to równanie
bª¦du ±redniokwadratowego (279)

eD =
1

M

M∑
d=1

(Ey(d)− ŷ(d))2. (279)

Warto±¢ bª¦du ±redniokwadratowego rekonstrukcji uszkodzonych danych na podstawie predykcji
warto±ci oczekiwanej modelu liniowego (266) wynosi

eD = 87.8175. (280)

5.3 Rekurencyjny algorytm rekonstrukcji uszkodzonych danych

W rozdziale omówiono nowe podej±cie do rekonstrukcji uszkodzonych danych. Do wst¦pnej lokali-
zacji uszkodzonego obszaru wykorzystano model liniowy i predykcj¦ warto±ci oczekiwanej opisane
w rozdziale 4.10.1. Wst¦pna lokalizacja uszkodzonego obszaru danych (Rys. 71) obci¡»ona jest
niepewno±ci¡ poªo»enia granicy lewo i prawo stronnej, obci¡»enie jest ¹ródªem znacz¡cych bª¦dów
w rekonstrukcji danych. Przyj¦to zaªo»enie, »e przedziaª danych niepewnych 41D b¦dzie warto±ci¡
pierwszej maksymalnej odlegªo±¢ na osi k pomi¦dzy tymi samymi warto±ciami limitów ysup1 i yinf1
(269, 270) w uszkodzonym przedziale, jak pokazano na (Rys. 71). Dla powy»szego zaªo»enia w celu
lokalizacji obszaru uszkodzenia (277), przedziaª niepewno±ci41D (281) dodano do granicy lewo i pra-
wostronnej wska¹nika kc (277) wst¦pnie szacuj¡cego przedziaª uszkodze« (282). Dla rozszerzonych
danych o przedziaª niepewno±ci wykonano obliczenia rekurencyjne, które pozwoliªy zminimalizowa¢
obci¡»enie estymatora liniowego.

∃41D = max{k(ysup1D)− k(yinf1D); ∀(ysup1D = yinf1D) (281)

Rozszerzony obszar zawiera wst¦pn¡ lokalizacj¦ uszkodze« za pomoc¡ predykcji modelu linowego
oraz dodany do granicy lewo i prawostronnej szacowany obszar niepewno±ci danych (282)

D4 = d1 −41D, ..., d1, ..., dD, ..., dD +41D. (282)

Rekurencyjny algorytm rekonstrukcji uszkodzonych danych dany jest wzorami (283, 284). Reku-
rencyjne obliczenia wykonywane s¡ do osi¡gni¦cia minimalnej stabilnej warto±ci wska¹nika bª¦du
(285).

Ĝi+1(z) =
Yi(z)

Ũ(z)
; i = j, ...,M ; iεN (283)

ŷi+1(k) = Z−1[Ĝi+1(z)Ũ(z)] (284)

Warto±¢ bª¦du ±rednio kwadratowego dla uszkodzonych danych uzyskano z równania (285), gdzie
dim(D4) jest liczb¡ uszkodzonych próbek powi¦kszon¡ o przedziaª niepewno±ci 41D.
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eD(i+1) =
1

dim(D4)

dim(D4)∑
d=1

(Ey(d4)− yi+1(d4))2 (285)

Dokªadn¡ lokalizacj¦ uszkodzenia po rekurencyjnej rekonstrukcji warto±ci oczekiwanej mo»na okre±li¢
jako odchylenie od wariancji zakªóce« (286)

yDrr(d) > Eŷi(d)± σN (k). (286)

5.4 Eksperymenty numeryczne FDIR

Dla systemu dyskretnego (274) zarejestrowano przebieg sygnaªu testuj¡cego i odpowiedzi. Zareje-
strowany sygnaª wyj±ciowy z systemu posiada przedziaª danych uszkodzonych (278).

Rysunek 72: Zale»no±¢ bª¦du rekonstrukcji uszkodzonych danych od ilo±ci oblicze« rekurencyjnych.

Rysunek 73: Zale»no±¢ bª¦du rekonstrukcji uszkodzonych danych od wielko±ci przedziaªu uszkodzenia
dla 10 oblicze« rekurencyjnych.
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Rysunek 74: Rekurencyjna rekonstrukcja uszkodzonych danych dla dwóch rekurencji.

R

Rysunek 75: Rekurencyjna rekonstrukcja uszkodzonych danych dla minimalnej warto±ci wska¹nika
jako±ci.

W przeprowadzonych eksperymentach numerycznych wykonano estymacj¦ warto±ci oczekiwanej
uszkodzonych danych uzyskuj¡c akceptowaln¡ warto±¢ wska¹nika jako±ci po wykonaniu dziesi¦ciu
oblicze« rekurencyjnych dla obszaru uszkodze« nie przekraczaj¡cego 40% danych u»ytych w oblicze-
niach (Rys. 72), (Rys. 73), (Rys. 74), (Rys. 75).
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5.5 Wnioski dotycz¡ce linearyzacji systemów z uszkodzeniami

Zaproponowany algorytm zapewnia dokªadne, stabilne i powtarzalne wyniki dla systemów, których
nieliniowo±ci powstaªy w wyniku uszkodze«. Zaproponowany algorytm jest niezale»ny od warunków
pocz¡tkowych i wst¦pnej parametryzacji. Zastosowanie regresji liniowej oraz modeli matematycz-
nych stanowi innowacj¦ w dziedzinie FDIR. Pozwala na osi¡gni¦cie wysokiej dokªadno±ci w lokalizacji
i rekonstrukcji uszkodzonych danych. W porównaniu z podej±ciem klasycznym prezentowanym w
publikacjach [Jiang et al. (2008)], [He et al. (2013)], [Tan and Edwards (2002)] proponowany al-
gorytm nie wymaga znajomo±ci wewn¦trznej struktury modelu. Prezentowane rozwi¡zanie mo»na
zastosowa¢ w systemach rzeczywistych. Proponowany algorytm mo»na opisa¢ za pomoc¡ równa«
sko«czenie wymiarowych z akceptowalnym poziomem bª¦du. Przedstawiony algorytm pozwala na
rozwi¡zanie problemu FDIR w przedziale zawieraj¡cym ilo±¢ danych znacznie wi¦ksz¡ od rz¦du
modelu u»ytego w regresji liniowej, przy zaªo»eniu »e dane uszkodzone nie mog¡ przekroczy¢ 40%
danych u»ytych w obliczeniach. Algorytm mo»e by¢ stosowany jako aktywna metoda diagnozowania
uszkodze« w systemach automatyki [Odgaard et al. (2015)].
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6 Obserwator nieliniowy

6.1 Obserwator nieliniowy w sterowaniu LQR

Przyjmuj¡c zaªo»enie, »e system nieliniowy SISO (77), (78) jest lokalnie sterowalny, mo»na esty-
mowa¢ dynamik¦ zmiennych stanu w otoczeniu punktu referencyjnego algorytmem opisanym w
rozdziale (Rozdziaª 4.2.7). Dla estymatora liniowego (287), mo»na wyznacza¢ u±rednion¡ estymat¦
wzmocnienia na przedziale, wykorzystuj¡c funkcj¦ skoku jednostkowego (288), dla ilo±ci punktów
dyskretyzacji znacz¡co wi¦kszej od najwi¦kszej staªej czasowej

ĜOb NL(z) =
b̂1

z3 + â3z2 + zâ2 + â1
; n ∈ N; a, b ∈ R, z ∈ C, (287)

K̂0NL = supk�τmax(k)(step(ĜOb NL(z)); k = 1.2, ..., N ; N � τmax(k). (288)

Dla u±rednionej na przedziale estymaty wzmocnienia K̂0NL oraz kroku ró»niczkowania4t, estymaty
zmiennych stanu systemu nieliniowego dane s¡ wzorami (289), (290), (291), gdzie k = 4t = Ts jest
warto±ci¡ kroku dyskretyzacji

ξ̂1(k) =
y(k)

K0NL

, (289)

ξ̂2(k) =
˙̂
ξ1(k) =

ξ̂1(k)− ξ̂1(k − 1)

4t
, (290)

ξ̂3(t) =
˙̂
ξ2(k) =

ξ̂2(k)− ξ̂2(k − 1)

4t2
. (291)

Realizacj¦ obserwatora nieliniowego w systemie sterowania (Rys. 17) przedstawiono na (Rys. 76).

Rysunek 76: Realizacja obserwatora nieliniowego w Matlab/Simulink.

Metod¡ topologiczn¡ pªaszczyzny fazowej przeprowadzono badanie ukªadu (Rys. 17) z obserwa-
torem nieliniowym (Rys. 76) dla zadania stabilizacji oraz ±ledzenia trajektorii referencyjnej (Rys.
18). Badania przeprowadzono dla modelu Hammersteina-Wienera (227), (228). Na (Rys. 77)
przedstawiono trajektorie zmiennych stanu modelu (227), (228) poddanego zakªóceniom na wyj±ciu
w zadaniu stabilizacji.
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Rysunek 77: Trajektorie stanu ukªadu regulacji LQR (Rys. 17) systemu nieliniowego z obserwatorem
(Rys. 76) w zadaniu stabilizacji.

Rysunek 78: Porównanie obserwatora liniowego (199) i nieliniowego w sterowaniu LQR po trajektorii
referencyjnej yr(t).

Porównano wska¹nik jako±ci (219) w zadaniu sterowania po trajektorii referencyjnej yr(t) z ob-
serwatorem (199) oraz obserwatorem nieliniowym (289, 290, 291), (Rys. 78). Wska¹nik jako±ci
(219) sterowania po trajektorii referencyjnej yr(t) dla obserwatora nieliniowego (289, 290, 291) wy-
nosi MSEOb_NL = 0.0204, dla obserwatora linearyzuj¡cego ARMAX (198) jest znacz¡co mniejszy
MSEOb_ARMAX = 0.006. System zbudowany z obserwatora nieliniowego (289, 290, 291) oraz re-

89



6.1 Obserwator nieliniowy w sterowaniu LQR

gulatora linowego LQR obliczonego dla modelu zlinearyzowanego wg algorytmu (Rozdziaª 4.2.7)
wykazuje wªasno±ci stabilizacji w pewnym zakresie wolno zmiennej dynamiki dla sªabych nielinio-
wo±ci, nie wykazuje wªasno±ci korekcyjnych jakie posiadaj¡ obserwatory o wysokim wzmocnieniu
(Rozdziaª 4.5), (Rozdziaª 4.6). W dalszej kolejno±ci przeprowadzono badanie wpªywu wzmocnienia
obserwatora nieliniowego (289, 290, 291) na bª¡d sterowania po trajektorii referencyjnej (Rys. 79).

Rysunek 79: Bª¡d obserwatora nieliniowego w funkcji wzmocnienia modelu linearyzuj¡cego ARMAX.

Z wyników przeprowadzonych eksperymentów (Rys. 79) nasuwa si¦ wniosek, »e w zadaniu ste-
rowania LQR z obserwatorem nieliniowym wska¹niki jako±ci mo»na poprawi¢ poprzez zastosowanie
korekcji estymat (292), (293), (294), (Rys. 80).

Rysunek 80: Obserwator nieliniowy i regulator LQR w systemie Matlab/Simulink.

ξ̂1(k) = β1
y(k)

K0NL

, (292)

ξ̂2(k) = β2
ξ̂1(k)− ξ̂1(k − 1)

4t
(293)

ξ̂3(t) = β3
ξ̂2(k)− ξ̂2(k − 1)

4t2
(294)
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7 Filtry adaptacyjne

Systemy automatyki podlegaj¡ zakªóceniom, które determinuj¡ ich dokªadno±¢ oraz poprawno±¢
wykonywanych operacji. Zakªócenia mog¡ by¢ przyczyn¡ bª¦dów pomiarowych. Je»eli zakªócenia
nie zostan¡ uwzgl¦dnione, pomiary mog¡ by¢ obci¡»one du»¡ niepewno±ci¡, nieakceptowalnymi bª¦-
dami. Z powy»szych wzgl¦dów w in»ynierii systemów sterowania i bezpiecze«stwa procesów wa»ne
jest obliczenie nie obci¡»onych warto±ci zmiennych stanu. W pracy przedstawiono algorytm obli-
czania wspóªczynników dyskretnej funkcji �ltruj¡cej. Zaproponowany algorytm wykorzystuje me-
tod¦ regresji liniowej, estymacj¦ najmniejszych kwadratów bª¦du równania (108) dla funkcji bazowej
ARMAX (95) do obliczenia optymalnych wspóªczynników funkcji �ltruj¡cej IIR-MA, która dla roz-
kªadów Gussa jest funkcj¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci MLE (ang. maximum likelihood estimation)
[Soderstrom and Stoica (1989)]. Klasyczne metody �ltrowania sygnaªów pochodz¡cych z systemów
dynamicznych, których struktura nie jest znana, model matematyczny jest niepewny oraz nie s¡
znane s¡ parametry rozkªadu zakªóce«, a tak»e gdy zakªócenia nie s¡ rozkªadem Gausowskim, s¡
trudne do zastosowania w zªo»onych systemach automatyki. W komputerowych systemach sterowa-
nia dane najcz¦±ciej pochodz¡ z pomiarów, s¡ warto±ciami dyskretnymi obarczonymi niepewno±ci¡
pomiarow¡ wynikaj¡c¡ z zakªóce« i bª¦dów numerycznych. Obliczenie funkcji �ltruj¡cej z danych
dyskretnych uzyskanych z pomiarów, która b¦dzie estymowa¢ warto±¢ oczekiwan¡ w punktach dys-
kretyzacji okre±laj¡ szacunki wiarygodno±ci próbek danych. Z powy»szych wzgl¦dów wa»ne jest
wybranie reguªy szacowania, która najlepiej zrealizuje zadanie szacowana warto±¢ oczekiwanej w
punktach dyskretyzacji z akceptowalnym poziomem bª¦du. W �zycznych systemach dynamicznych
wyznaczenie jawnej funkcji rozkªadu prawdopodobie«stwa wokóª dynamicznej krzywej trajektorii
systemu jest trudne. Rozwi¡zaniem tego problemu zajmuje si¦ teoria estymatorów j¡drowych [Ro-
senblatt (1956)].

7.1 Sformuªowanie problemu �ltracji dla estymatora j¡drowego

W pracy do �ltracji zakªóce« wykorzystano oszacowanie j¡dra KDE (ang. Kernel Density Esti-
mation), które gromadzi i rozprasza potencjaª. Koncepcj¦ j¡dra gromadz¡cego i rozpraszaj¡cego
potencjaª zaproponowaª [Parzen (1962)], [Parzen and Cheng (1997)]. Koncepcja KDE wg. [Pa-
rzen (1962)], [Parzen and Cheng (1997)] opiera si¦ na funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa [Parzen
(1962)], [Parzen and Cheng (1997)], (295).

F (x) = C

x�

−∞

f(x
′
)dx

′
; x(t) ∈ R, F (x) ∈ R (295)

Forma j¡dra nie jest kluczowa, kluczowe s¡ wªa±ciwo±ci gromadzenia i rozpraszania potencjaªu. Z
powy»szych wzgl¦dów do formacji j¡dra wykorzystano estymacj¦ najmniejszych kwadratów bª¦du
równania dla funkcji bazowej (95). Wyliczono �ltr o ±redniej ruchomej i niesko«czonej odpowiedzi
IIR-MA. Estymatory g¦sto±ci zaproponowane przez [Parzen (1962)], [Parzen and Cheng (1997)] s¡
potencjalnymi funkcjami, które w poª¡czeniu z punktami danych daj¡ nieparametryczn¡ estymacj¦
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa dla ka»dej z klas punktów. Potencjalne funkcje lub j¡dra s¡ lokalnie
parametryczne, ale nie zakªadaj¡ nic o rozkªadach globalnych, które s¡ okre±lone przez ª¡czenie
punktów danych. Koncepcja Parzena zakªada znajomo±¢ modelu dynamiki systemu i dystrybucji
zakªóce«. W zagadnieniach �ltracji oraz estymacji warto±ci oczekiwanej problemem jest wyzna-
czenie funkcji estymuj¡cej warto±¢ oczekiwan¡ sygnaªu pochodz¡cego z systemu, którego model
matematyczny nie jest znany. Koncepcja [Parzen (1962)], [Parzen and Cheng (1997)] jest dowodem
matematycznym na istnienie rozwi¡za«. Podobne wnioski i dowody na istnienie rozwi¡za« zostaªy
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zawarte w publikacji [Elliott and Vikram (1997)], w której zaproponowano, »e rozwi¡zaniem pro-
blemu estymacji warto±ci oczekiwanej mo»e by¢ sko«czenie wymiarowa funkcja �ltruj¡ca. Badania
[Parzen (1962)], [Parzen and Cheng (1997)], [Elliott and Vikram (1997)] wykazaªy, »e trudno jest
zbudowa¢ funkcj¦ maksymalnej wiarygodno±ci (MLE) dla sygnaªu pochodz¡cego z systemu, którego
model nie jest znany. Badania prezentowane przez [Parzen (1962)], [Parzen and Cheng (1997)] oraz
[Elliott and Vikram (1997)] opieraªy si¦ na zaªo»eniu, »e znane s¡ parametry rozkªadu zakªóce«.
W systemach �zycznych parametry rozkªadu zakªóce« mo»emy szacowa¢, co jest ¹ródªem bª¦dów,
które powoduj¡ pogorszenie wska¹ników jako±ci rozwi¡za« klasycznych. Niedokªadno±¢ oszacowa-
nia parametrów rozkªadu zakªóce« ma znacz¡cy wpªyw na estymacj¦ �ltru Kalmana. Z powy»szych
wzgl¦dów w pracy zaproponowano nowe podej±cie do wyznaczenia funkcji najwi¦kszej wiarygodno±ci,
estymuj¡cej warto±¢ oczekiwan¡. Koncepcj¦ oparto na modelu dynamiki systemu SISO opisanego
równaniem ró»niczkowym (12), które jest form¡ j¡dra, posiada wªa±ciwo±ci gromadzenia i rozprasza-
nia potencjaªu. Dla funkcji bazowej (12) wªa±ciwo±ci �ltracyjne determinuje wymiar i wspóªczynniki.
Wªa±ciwo±ci �ltracyjne funkcji (12) wykorzystano do budowy estymatora j¡drowego.

7.2 Funkcja �ltruj¡ca

Zadaniem proponowanego algorytmu �ltruj¡cego jest obliczenie optymalnych wspóªczynników funk-
cji �ltruj¡cej dla sygnaªów pochodz¡cych z systemów dynamicznych o nieznanej strukturze i niezna-
nych parametrach dystrybucji zakªóce«, z mo»liwo±ci¡ implementacji w numerycznych systemach
obliczeniowych. Z powy»szych wzgl¦dów rozwa»ono równania w dyskretnej dziedzinie czasu. Uwa-
runkowanie zadania w dyskretnej dziedzinie czasu pozwala na wykorzystanie warto±ci dyskretnych
sygnaªu z pomiaru do obliczenia wspóªczynników funkcji �ltruj¡cej. W dziedzinie czasu dyskretnego
system mo»na opisa¢ za pomoc¡ modelu ARMAX (95). Zadanie optymalizacji funkcji �ltruj¡cej
sprowadza si¦ do obliczenia wspóªczynników modelu ARMAX z dyskretnych próbek pomiarowych
[Latocha (2018)]. Problem dotyczy klasy systemów opisanych równaniem ró»nicowym (296), gdzie
u(k) i y(k) odnosz¡ si¦ do dyskretnych warto±ci sekwencji próbek w równych odst¦pach czasu [So-
derstrom and Stoica (1989)]. Zakªócenia generuj¡ bª¦dy równania (296). Wspóªczynniki funkcji
�ltruj¡cej (95) mo»na obliczy¢ z równania (296) za pomoc¡ estymatora najmniejszych kwadratów
(108). Bª¡d modelu ARMAX (96) dodano do bª¦du równania LSE (296).

y(k)+a1y(k−1)+...+any(k−n)+ε = b1u(k−1)+...+bmu(k−m); ε ∈ R; k � n,m ≤ n, k ∈ N (296)

gdzie: b1, ..., bm; a1, ..., an poszukiwane wspóªczynniki. Zakªadaj¡c, »e dynamik¦ sygnaªu b¦dziemy
przybli»a¢ rekurencyjnie modelem pierwszego rz¦du (297)

a2y(k) + a1y(k − 1) + ε = b1u(k − 1) (297)

otrzymamy dwukolumnow¡ macierz danych dyskretyzacji

Φ =


−y1 u1
−y2 u2
...

...
−yN−1 uN−1

 . (298)

Rozwi¡zuj¡c problem estymacji LSE (108) bª¦du równania dla macierzy danych (298), otrzymamy
estymaty wspóªczynników â, b̂ transmitancji dyskretnej (299)

Ĝn(z) =
b̂n1

ân2z + ân1
, (299)
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dla

â2 = 1; |â1| ≤ 1; b̂1 6= 0. (300)

7.3 Rekurencyjny algorytm �ltrowania

Dla sygnaªu podlegaj¡cego zakªóceniom nie mo»na u»y¢ bezpo±rednio algorytmu LSE do estymacji
wspóªczynników funkcji �ltruj¡cej, poniewa» dost¦pny jest wektor danych pojedynczego sygnaªu.
Z powy»szego wzgl¦du, aby speªni¢ zaªo»enia LSE do danych dyskretnych, wprowadzono operator
przesuni¦cia q−ν , gdzie ujemny argument −ν oznacza przesuni¦cie wstecz o ilo±¢ kroków dyskrety-
zacji. Zakªadaj¡c, »e okres próbkowania jest kilkakrotnie mniejszy od najmniejszej staªej czasowej
modelu, dla du»ej ilo±ci próbek mo»emy zaªo»y¢, »e przesuni¦cie w tyª próbek o pojedynczy krok
dyskretyzacji ma pomijalny wpªyw na dynamik¦ �ltrowanego sygnaªu. W oparciu o powy»sze zaªo-
»enia dane w wektorze X (301) wykorzystano do utworzenia wektora pomocniczego Y1 (302), który
zawiera dane oryginalne X przesuni¦te wstecz o optymaln¡ warto±¢ operatora przesuni¦cia q−ν .
Warto±ci pocz¡tkowe wektora Y1 uzupeªniono warto±ci¡ x1(1). Warto±ci¡ ko«cow¡ wektora Y1 jest
dana o indeksie x1(N − ν), pozostaªe dane odrzucono. Uzyskano ci¡gi danych (301), (302) dla
których zachodzi zale»no±¢ (303).

X = x1(1), x1(2), ...x1(N) (301)

Y1 = X(q−ν) = x11(1), . . . , x1ν (1), x1(2), ...x1(N − ν); ν > 0; ν ∈ N (302)

X ≈ Y1 (303)

Dla ci¡gów dyskretnych warto±ci sygnaªu (301), (302), zakªadaj¡c po zastosowaniu estymacji naj-
mniejszych kwadratów, otrzymano równanie wyj±cia funkcji �ltruj¡cej (304)

Ŷn(k) = Z−1
[
Ĝn−1(z)Ŷn−1(z)

]
(304)

Pierwsze oszacowane wspóªczynników funkcji �ltruj¡cej (304) zostaªo obliczone przy u»yciu warto±ci
dyskretnych sygnaªu X, i sygnaªu Y1 przesuni¦tego wstecz o optymaln¡ warto±¢ operatora q−ν ,
(â1, b̂1) = LSE(X,X(q−ν)). W wektorze Y1 (302) rozkªad próbek po przesuni¦ciu jest zaburzony. Z
de�nicji LSE estymacja najmniejszych kwadratów mo»e by¢ zastosowana do rozkªadu normalnego
Gaussa. Je±li dane maj¡ znaczn¡ asymetri¦ rozkªadu, równanie (297) nie jest prawdziwe i zachodzi
nierówno±¢ (305).

a2y(k) + â1y(k − 1) 6= b̂1u(k − 1) + εn; ∀a2 = 1 (305)

Aby równanie (297) byªo speªnione dla danych z rozkªadu niesymetrycznego, wprowadzono wspóª-
czynnik korekcji (306),

â2 = αa2, α ∈ R; 0� α < 1. (306)

Mo»na tak dobra¢ wspóªczynnik korekcji α (306), »e zachodzi zale»no±¢

â1y(k) + â0y(k − 1) + ε < b̂0u(k − 1). (307)

Zakªadaj¡c, »e ε̂ jest bª¦dem, który speªnia równanie
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7.3 Rekurencyjny algorytm �ltrowania

ε̂ = a2y(k) + â1y(k − 1)− b̂1u(k − 1), (308)

nierówno±¢ (307) mo»na zamieni¢ na równanie (309).

â2y(k) + â1y(k − 1) + ε̂ = b̂1u(k − 1) (309)

Zamiana nierówno±ci (307) na równanie (309) pozwala na zastosowanie estymacji LSE. Wynikiem
rozwi¡zania równania (309) s¡ suboptymalne warto±ci estymowanych wspóªczynników ân, b̂n funkcji
�ltruj¡cej (299) dla pewnych klas rozkªadów niesymetrycznych. Wynikiem �ltracji Ĝ1(z) dla funkcji
�ltruj¡cej (304) jest pierwsze oszacowanie warto±ci oczekiwanej w punktach dyskretyzacji Ŷ1(k)
(304). Oszacowanie warto±ci oczekiwanej z �ltracji modelem I rz¦du jest obarczone niedokªadno±ci¡
z nieakceptowalnym poziomem bª¦du (310).

en =
1

N

N∑
i=1

(Ex̂i − xi)2 (310)

gdzie n jest przedziaªem danych dyskretnych. Aby zwi¦kszy¢ dokªadno±¢ estymacji warto±ci ocze-
kiwanej, wykorzystano arytmetyk¦ bloków transmitancji. Równanie funkcji �ltruj¡cej dane jest
wzorem

MLED1 = Ĝ(z) = Ĝ1(z)Ĝ2(z)Ĝ3(z)...Ĝn(z). (311)

gdzie Ĝ1(z)Ĝ2(z), . . . , Ĝn(z) s¡ funkcjami �ltruj¡cymi obliczonymi rekurencyjnie (Algorytmem 1),
[Landau and Karimi (1999)].
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7.3 Rekurencyjny algorytm �ltrowania

Algorytm 1 Rekurencyjny algorytm �ltrowania

Funkcje skªadowe (311) wyliczane s¡ rekurencyjnie wg (Algorytmu 1), gdy zachodz¡ zale»no±ci

limn→∞bn 6= 0, (312)

limn→∞|an| < 1, (313)

en < en−1. (314)

Algorytm rekurencyjny (Algorytm 1) generuje dyskretne estymaty warto±ci oczekiwanej sygnaªu o
malej¡cej warto±ci wariancji

∃X∀λ2(X) : λ21(X) > . . . > λ2n(Ŷn−1), (315)

dla których zachodzi zale»no±¢

limλ2(X)→0EŶn → EX. (316)
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7.4 Optymalizacja operatora przesuni¦cia danych

Otwartym zagadnieniem badawczym pozostaje optymalizacja wielokryterialna

MLED1 = f(inf(ên), q−ν , α). (317)

Wynikiem przedstawionego algorytmu jest sko«czenie wymiarowa dyskretna funkcja �ltruj¡ca (311).
Podobne rezultaty i wnioski s¡ przedstawione w publikacji [Elliott and Vikram (1997)], w której
autorzy przedstawili dowód matematyczny na istnienie funkcji �ltruj¡cej sko«czenie wymiarowej
momentów wy»szego rz¦du, dowodz¡c, »e jest najlepszym rozwi¡zaniem zadania estymacji funkcji
najwi¦kszej wiarygodno±ci.

7.4 Optymalizacja operatora przesuni¦cia danych

Zaproponowany algorytm pozwala zaªo»y¢, »e globalne minimum bª¦du dla operatora przesuni¦cia
q−ν jest zlokalizowane w pierwszych kilku krokach przesuni¦cia. Wyniki zostaªy potwierdzone empi-
rycznie. Dla powy»szego zaªo»enia problem optymalizacji warto±ci operatora przesuni¦cia q−νmo»na
rozwi¡za¢ numerycznie.

7.5 Bezpo±redni algorytm �ltrowania

Bezpo±rednie oszacowanie warto±ci oczekiwanej mo»na uzyska¢, wykorzystuj¡c algorytm opisany
wzorem (108) dla modelu wy»szego rz¦du (187) rozwi¡zuj¡c problem optymalizacji, jak opisano w
(Rozdziaª 108), dla macierzy danych okre±lonej zale»no±ci¡

Φ = f(X,X(q−ν)). (318)

7.6 Eksperymenty numeryczne �ltracji adaptacyjnej

7.6.1 Porównanie wªasno±ci �ltruj¡cych Filtru Kalmana i proponowanego algorytmu

�ltracji

Dany jest system opisany równaniami ró»nicowymi (319), (320).

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) (319)

y(k) = Cx(k) +Du(k) (320)

gdzie

A =

 1.1269 −0.4940 0.1129
1.0000 0 0

0 1.0000 0

 , B =

 0.3832
0.5919
0.5191

 , C =
[

1 0 0
]
, D = 0 (321)

Estymator Kalmana zapewnia optymalne rozwi¡zanie dyskretnych problemów estymacji funkcji wyj-
±cia systemu, okre±la optymalne wzmocnienie statyczne �ltru M w stanie ustalonym na podstawie
kowariancji szumu procesowego Q i kowariancji szumu pomiarowego z sensora R. Dla ukªadu (319),
(320) przyjmujemy Q = 1, R = 1, dla N = 1001 danych dyskretnych.
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7.6 Eksperymenty numeryczne �ltracji adaptacyjnej

Rysunek 81: Porównanie �ltru Kalmana i proponowanych algorytmów �ltracji dla zakªóce« o roz-
kªadzie Gaussa i warto±ci kowariancji MeasErrCov = 808.8874.

Rysunek 82: Porównanie �ltru Kalmana i proponowanych algorytmów �ltracji dla zakªóce« o roz-
kªadzie Gaussa i warto±ci kowariancji MeasErrCov = 202.2218.

MeasErrCov =
1

N

N∑
i=1

(Exi − xi)2 (322)

EstErrCov =
1

N

N∑
i=1

(Exi − x̂i)2 (323)
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7.6 Eksperymenty numeryczne �ltracji adaptacyjnej

gdzie

MLED1 rekurencyjny algorytm �ltracji (Alg. 1)

MLED2 bezpo±redni algorytm �ltracji dla modelu trzeciego rz¡du (187)

MLED2(MLED1) kaskadowy algorytm �ltracji, �ltracja algorytmem rekurencyjnym MLED1 na-
st¦pnie �ltracja bezpo±rednia z wykorzystaniem modelu wy»szego rz¦du

Warto±ci kowariancji zakªóce«, dla których metod¡ optymalizacji numerycznej wyznaczono wspóª-
czynniki przesuni¦cia oraz korekcji:

MeasErrCov = 202.2218, q−1, α = 0.999
MeasErrCov = 454.9992, q−2, α = 0.997
MeasErrCov = 808.8874, q−3, α = 0.995

Filter\Error MeasErrCov EstErrCov

Kalman 808.8874 235.0980
Kalman 454.9992 132.2426
Kalman 202.2218 58.7745
MLED1 808.8874 158.6751
MLED1 454.9992 133.7044
MLED1 202.2218 59.8876

MLED2(MLED1) 808.8874 180.8494
MLED2(MLED1) 454.9992 139.8384
MLED2(MLED1) 202.2218 64.0097

MLED2 808.8874 241.7661
MLED2 454.9992 137.0847
MLED2 202.2218 62.1484

Tablica 3: Porównanie wska¹ników jako±ci �ltracji dla �ltru Kalmana i proponowanych algorytmów
�ltracji dla zakªóce« o ró»nej warto±ci wariancji.

7.6.2 Filtracja sygnaªu procesowego z laboratoryjnej kolumny destylacyjnej

Przedstawiony algorytm �ltracji wykorzystano w �ltracji adaptacyjnej w celu wst¦pnego od�ltrowa-
nia zakªóce« dla algorytmu identy�kacji podsystemu w rozumieniu punktu pomiarowego na wej±ciu
u = L175 do kolejnego punktu pomiarowego w torze przepªywu masy i energii y = L176, który
przyj¦to za wyj±cie podsystemu. Warto±ci sygnaªów bez �ltracji (Rys. 83) i po �ltracji (Rys. 84).
W (Tabeli 4) porównano wska¹niki jako±ci ((Rys. 82),323) identy�kacji systemu metod¡ najmniej-
szych kwadratów bez �ltracji zakªóce« oraz z �ltracj¡ zakªóce« algorytmem rekurencyjnymMLED1

(Rozdziaª 7.3).

Tablica 4: Warto±¢ wska¹nika bª¦du wyj±cia modelu zidenty�kowanego bez �ltracjiMSE i �ltracj¡
MLED1(q−3, α = 0.995).

MSE MSED1

57.7887 3.2573
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7.7 Wnioski do �ltracji adaptacyjnej

Rysunek 83: Sygnaª wej±ciowy i wyj±ciowy podsystemu kolumny destylacyjnej bez �ltracji EX(y) =
f(MLE(y)) oraz odpowied¹ modelu zidenty�kowanego.

7.7 Wnioski do �ltracji adaptacyjnej

Prezentowany algorytm �ltracji, w porównaniu z �ltrami dolnoprzepustowymi i pasmowymi, zaburza
dynamik¦ systemu ale wyniki �ltracji pozwalaj¡ na uzyskanie akceptowalnych warto±ci wska¹nika
jako±ci. Po �ltracji sygnaª zachowuje informacje o dynamice systemu, jak pokazano w przykªa-
dach. Dynamika sygnaªu po �ltracji jest w nieznacznym stopniu znieksztaªcona, znieksztaªcenia
maj¡ charakter opó¹nie« zale»nych od amplitudy. Algorytm mo»e poprawnie dziaªa¢ na danych
uzyskanych z pomiarów przy ograniczonej precyzji obliczeniowej. Zbli»one wªa±ciwo±ci �ltracji po-
siada Filtr Kalmana, wymaga jednak znajomo±ci dokªadnego modelu matematycznego systemu,
dystrybucji zakªóce« oraz arbitralnego wprowadzenia inicjuj¡cych warto±ci pocz¡tkowych. Porów-
nanie zaproponowanych algorytmów �ltracji i �ltru Kalmana (Rys. 81) dla zakªóce« zawartych w
prawie Gaussa o du»ej warto±ci wariancji (Tabela 3) wykazaªo, »e proponowane algorytmy charak-
teryzuj¡ si¦ lepszymi wska¹nikami jako±ci. W przypadku zakªóce« o niskiej wariancji (Rys. 82)
proponowane algorytmy charakteryzuj¡ si¦ nieco gorszymi wska¹nikami jako±ci (Tabela: 3). Propo-
nowany algorytm �ltracji jest dobrze uwarunkowany matematycznie (110) [Soderstrom and Stoica
(1989)], [Parzen and Cheng (1997)], szybko zbie»ny, efektywny do zastosowa« w klasycznych syste-
mach komputerowych, odporny na zakªócenia. Algorytm jest autonomiczny, nie wymaga znajomo±ci
modelu matematycznego, parametrów rozkªadu próbek, arbitralnej parametryzacji warto±ci pocz¡t-
kowych. Nowatorskim rozwi¡zaniem w prezentowanym podej±ciu jest rekurencyjne wykorzystanie
regresji liniowej LSE do autostrojenia funkcji �ltruj¡cej, co pozwala na sklasy�kowanie przedsta-
wionego algorytmu jako �ltrów adaptacyjnych [Lindsten (2013)]. Estymacja warto±ci oczekiwanej
pozwala zmierzy¢ wariancj¦ szumu, która mo»e by¢ u»yta do oceny zakªóce« zmiennej procesowej
oraz wykrywania uszkodze« pochodz¡cych z wewn¦trznej struktury systemu. Algorytm mo»e by¢
ªatwo implementowany w systemach elektronicznych.
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Rysunek 84: Sygnaª wej±ciowy i wyj±ciowy podsystemu kolumny destylacyjnej z �ltracj¡ EX(y) =
f(MLED1(y)) oraz odpowied¹ modelu zidenty�kowanego.

8 Implementacja w strukturach sterowania

8.1 Warstwowe struktury sterowania

Warstwowe struktury sterowania wykorzystuje si¦ do sterowania procesami technologicznymi, w
których niezawodno±¢ sterowania oraz reakcja na zdarzenia niekorzystne jest czynnikiem determinu-
j¡cym. Wi¡»e si¦ to z wysokimi kosztami systemów sterowania, które musz¡ speªnia¢ odpowiednie
normy. W warstwowych strukturach sterowania najcz¦±ciej spotyka si¦ podziaª ze wzgl¦du na czas
realizacji zada«, peªnion¡ funkcj¦ i niezawodno±¢ systemu. Ze wzgl¦du na czas realizacji zada«
wyró»nia si¦ systemy:

1. Systemy czasu rzeczywistego o ostrych ograniczeniach czasowych stosowane w sterowaniu,
przekroczenie czasu przeznaczonego na odpowied¹ systemu prowadzi do zagro»e« dla perso-
nelu, uszkodze« lub zniszczenia urz¡dze« HRT (ang. hard real-time). Wszystkie zadania musz¡
zosta¢ wykonane w ±ci±le zadeklarowanym limicie czasu, np. w systemach procesowych PLC,
PID, DCS, PCS do 100 [ms]. Po przekroczeniu limitu czasu generowana jest informacja o bª¦-
dzie krytycznym, system przechodzi w stan nieaktywny, je±li programista zadeklarowaª obªog¦
zdarzenia niekorzystnego mo»e przypisa¢ do wyj±¢ warto±ci nadawane po dezaktywacji sys-
temu, które zminimalizuj¡ skutki zdarzenia niekorzystnego. Informacja o bª¦dzie krytycznym
jest przekazywana do niezale»nych systemów zabezpiecze«, których zadaniem jest sprowadze-
nie ukªadu lub technologii do stanu bezpiecznego lub ograniczenie zjawisk niekorzystnych.

2. Systemy czasu rzeczywistego o mi¦kkich lub ªagodnych ograniczeniach czasowych SRT (ang.
soft real-time) z prawdopodobie«stwem wykonania zada« w zadeklarowanym czasie � prze-
kroczenie pewnego czasu powoduje negatywne skutki tym powa»niejsze, im bardziej ten czas
zostaª przekroczony; w tym przypadku przez negatywne skutki rozumie si¦ spadek funkcji zy-
sku a» do osi¡gni¦cia warto±ci zero. W tej klasie znajduj¡ si¦ systemy operatorskie pracuj¡ce
na komputerach klasy PC, panelach operatorskich, które wykorzystuj¡ ±rodowisko systemów
operacyjnych Windows, Linux, itp.

Ze wzgl¦du na peªnion¡ funkcj¦ wyró»nia si¦ systemy:
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8.2 Systemy sterowania w technologii embedded

1. Systemy sterowania bezpo±redniego steruj¡ce urz¡dzeniami i technologiami, w których kry-
terium deterministycznym jest niezawodno±¢ pracy i pewno±¢ wykonania zada« w ±ci±le za-
deklarowanym czasie. Warstw¦ sterowan¡ przez systemy sterowania bezpo±redniego okre±la
si¦ nazw¡ �Plant�, najcz¦±ciej wykonywane s¡ jako systemy o podwy»szonej niezawodno±ci
dziaªania.

2. Systemy operatorskie (ang. terminal), udost¦pniaj¡ operatorowi interfejs gra�czny umo»li-
wiaj¡cy sterowanie procesem poprzez symboliczne odwzorowanie stanu procesu i wy±wietlenie
numeryczne warto±ci pomiarowych, wymieniaj¡ dane pomi¦dzy systemami sterowania bezpo-
±redniego a baz¡ RTDB (ang. real-time database) monitoringu procesu, do której odwoªuj¡
si¦ obiekty interfejsu gra�cznego operatora oraz obiekty obsªuguj¡ce archiwizacj¦ pomiarów,
alarmy i zdarzenia. Umo»liwiaj¡ operatorowi wst¦pn¡ analiz¦ parametrów procesu za pomoc¡
wykresów i raportów, generuj¡ informacje alarmowe [Latocha (2011a)], [Latocha (2014)].

Rysunek 85: Struktura sprz¦towa klasycznego systemu sterowania warstwowego.

W aplikacjach i technologiach wymagaj¡cych bezwzgl¦dnie niezawodnej i bezawaryjnej pracy stosuje
si¦ nadmiarowo±¢ systemów sterowania powszechnie nazywan¡ redundancj¡. Redundancja polega
na tym, »e kilka niezale»nych systemów nadzoruje proces, który jest sterowany przez jeden sys-
tem, pozostaªe systemy pozostaj¡ w trybie pracy nazwanym czuwaniem (ang. standby mode). Po
zdiagnozowaniu bª¦dów aktywnego systemu sterowania przechodzi on w stan dezaktywacji z komu-
nikatem diagnostycznym o awarii. Zadanie sterowania przejmuje system, który pozostawaª w stanie
czuwania, zmienia status na aktywny.

8.2 Systemy sterowania w technologii embedded

Do sterowania maszyn, sprz¦tu AGD oraz autonomicznego sterowania lokalnego, cz¦sto wykorzy-
stuje si¦ systemy wbudowane. System wbudowany (ang. embedded system) � komputerowy system
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specjalnego przeznaczenia, który staje si¦ integraln¡ cz¦±ci¡ obsªugiwanego przez niego sprz¦tu kom-
puterowego (hardware). System wbudowany musi speªnia¢ okre±lone wymagania ±ci±le zde�niowane
do zada«, które ma wykonywa¢. Ka»dy system wbudowany oparty jest na procesorze lub mikrokon-
trolerze zaprogramowanym do wykonywania ograniczonej liczby zada«. Zale»nie od przeznaczenia
mo»e zawiera¢ oprogramowanie dedykowane jedynie temu urz¡dzeniu (�rmware) lub system opera-
cyjny wraz ze specjalizowanym oprogramowaniem [Latocha (2015)]. Zwykle decyduje o tym stopie«
niezawodno±ci, jaki ma oferowa¢ dany system wbudowany. Ogóln¡ zasad¡ jest, »e im mniej zªo-
»one i specjalizowane jest oprogramowanie, tym bardziej system jest niezawodny i pozwala szybciej
reagowa¢ na zdarzenia.

Rysunek 86: System wbudowany.

Rysunek 87: Moduªy rozszerzaj¡ce do systemu wbudowanego.

Niezawodno±¢ systemu wbudowanego mo»e by¢ zwi¦kszona poprzez rozdzielenie zada« na mniej-
sze podsystemy oraz redundancj¦ oraz zastosowanie podsystemu elektroniczno-programowego do
obsªugi zdarze« niekorzystnych. Uszkodzenie, zatrzymanie pracy procesora lub zakªócenia w pracy
procesora nie powoduj¡ wystawienia przypadkowej sekwencji sygnaªów steruj¡cych na porty. Po
wykryciu przez ukªad elektroniczno-programowy zaburze« w pracy procesora ukªad separuje sy-
gnaªy wychodz¡ce z procesora, zast¦puj¡c je domy±lnym stanem niskim lub dedykowan¡ kombinacj¡
warto±ci, która wysteruje system do stanu bezpiecznego lub zminimalizuje oddziaªywanie zjawisk
niekorzystnych. Zwi¦kszenie niezawodno±ci w systemach wbudowanych mo»na uzyska¢ poprzez za-
stosowanie do jednego zadania dwóch identycznych urz¡dze«, z których jedno przejmuje zadania
drugiego w przypadku jego awarii. Obecnie systemy wbudowane znajduj¡ zastosowanie praktycz-
nie we wszystkich dziedzinach, gdy» ogólnie d¡»y si¦ do tego, aby wszystkie urz¡dzenia byªy tzw.
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�inteligentne� i zdolne do pracy autonomicznej, a tak»e mogªy wykonywa¢ coraz to bardziej zªo»one
zadania.

Przykªady obszarów i urz¡dze« technicznych, w których stosuje si¦ systemy wbudowane:

� ukªady steruj¡ce prac¡ silnika samochodowego i ABS, komputery pokªadowe;

� sprz¦t steruj¡cy samolotami, rakietami, pociskami rakietowymi, inteligentnymi bombami;

� sprz¦t medyczny, w tym m.in. monitory holterowskie;

� sprz¦t pomiarowy, w tym m.in. oscyloskopy, analizatory widma; bankomaty i podobne urz¡-
dzenia ATM;

� termostaty, klimatyzatory; kuchenki mikrofalowe, zmywarki;

� sterowniki PLC stosowane w przemy±le do sterowania, kontroli procesów i maszyn produkcyj-
nych;

� sterowniki do wszelkiego rodzaju robotów mechanicznych;

� systemy alarmowe sªu»¡ce do ochrony osób i mienia, np. antywªamaniowe, przeciwpo»arowe i
inne;

� telefony komórkowe i centrale telefoniczne;

� drukarki, kserokopiarki;

� kalkulatory;

� sprz¦t komputerowy, w tym mi¦dzy innymi: dyski twarde, nap¦dy optyczne, routery, serwery
czasu i �rewalle;

� systemy rozrywki multimedialnej i interaktywnej: konsole do gier, stacjonarne i mobilne; au-
tomaty do gier oraz o innym zastosowaniu; telewizory, odtwarzacze DVD, kamery cyfrowe,
magnetowidy, set-top boxy.
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9 Wnioski

Na podstawie bada« zamieszczonych w pracy wykonano syntez¦ algorytmu linearyzacji oraz ana-
liz¦ wpªywu zaproponowanej mody�kacji algorytmu optymalizacji najmniejszych kwadratów bª¦du
równania na wynik linearyzacji. Przeanalizowano wpªyw wspóªczynników korekcji obserwatora na
wska¹niki jako±ci sterowania liniowo-kwadratowego. Przedstawiono algorytmy obliczeniowe lineary-
zacji modeli nieliniowych i silnie nieliniowych na przedziale dla niezerowych warunków pocz¡tkowych
i zakªóce« symetrycznych o rozkªadzie Gaussa. Przeprowadzone badania pozwoliªy obliczy¢ subop-
tymalne macierze u±rednionego obserwatora linearyzuj¡cego o wysokim wzmocnieniu z wykorzysta-
niem algorytmu Ackermanna, lokowania biegunów ukªadu w zamkni¦tej p¦tli sprz¦»enia zwrotnego
poprzez lokowanie warto±ci wªasnych macierzy obserwatora (286), (152), [Kailath (1980)] dla pew-
nych klas systemów nieliniowych. Zastosowanie algorytmu Ackermanna w optymalizacji macierzy
wzmocnienia obserwatora pozwalana na wprowadzenie wspóªczynników korekcji statycznej β oraz
dynamicznej τcr staªych czasowych macierzy modelu zlinearyzowanego (137), (138), (139). Zakªa-
daj¡c, »e warto±ci wªasne obserwatora pozostaj¡ staªe λ wprowadzaj¡c korekcje β, która zmienia
warto±¢ sygnaªu steruj¡cego wprowadzonego do równania obserwatora aby bieguny ukªadu zamkni¦-
tego pozostaªy nie zmienione zmieni¢ si¦ musi warto±¢ macierzy wzmocnienia obserwatora, analo-
gicznie mody�kuj¡c staªe czasowe w macierzy modelu zlinearyzowanego wspóªczynnikiem korekcji
dynamicznej τcr, aby bieguny ukªadu zamkni¦tego pozostaªy nie zmienione, we wzorze Ackermanna
zmianie ulega warto±¢ macierzy wzmocnienia obserwatora. Wspóªczynnik korekcji τcr modelu zline-
aryzowanego zmienia warto±¢ macierzy wzmocnienia regulatora LQR. Przedstawione w pracy wyniki
potwierdziªy tezy rozprawy (Teza 1) o mo»liwo±ci zbudowania u±redniaj¡co-linearyzuj¡cego obser-
watora dynamicznego w p¦tli linearyzuj¡cego sprz¦»enia zwrotnego regulatora LQR dla zadania
sterowania systemów nieliniowych i silnie nieliniowych. W pracy wykazano mo»liwo±¢ zastosowania
regulatorów liniowo kwadratowych w sterowaniu systemów nieliniowych i silnie nieliniowych, nieró»-
niczkowalnych w klasycznym sensie, których wewn¦trzna struktura nie jest znana, przy zaªo»eniu
»e speªniaj¡ warunek sterowno±ci BIBO. W wyniku przeprowadzonych bada« zaobserwowano, »e w
sterowaniu prezentowanych klas systemów nieliniowych z wykorzystaniem obserwatorów (198), (199)
wymagany jest odpowiedni dobór warto±ci wªasnych i macierzy obserwatora. Praca ma charakter
stosowany do zastosowa« w klasycznych systemach sterowania, w których bª¡d toru pomiarowego
wynosi 0.01-1% zakresu, oddziaªywanie zjawisk mechaniki kwantowej jest pomijalne. Badania i
obliczenia przeprowadzono dla warunku optymalizacji liniowo-kwadratowej na niesko«czonym hory-
zoncie, co pozwoliªo upro±ci¢ równania Riccatiego do postaci algebraicznej. W przeprowadzonych
eksperymentach bª¡d oblicze« numerycznych osi¡gaª zakres 10−6 do 10−3 zakresu pomiarowego wiel-
ko±ci �zycznej, jest znacz¡co mniejszy od bª¦du klasycznego toru pomiarowego, co pozwala uzna¢,
»e jego wpªyw na wyniki jest pomijalny. Stosuj¡c proponowane algorytmy obliczeniowe w syste-
mach elektroniki i technologii kosmicznych wymienione warto±ci bª¦dów oblicze« s¡ istotne, nale»y
rozwa»y¢ obliczenia na sko«czonym horyzoncie. Tezy pracy zostaªy zwery�kowane na �zycznym
modelu laboratoryjnym lewitacji magnetycznej. Eksperymentalnie potwierdzono mo»liwo±¢ imple-
mentacji proponowanych algorytmów w systemach �zycznych czasu rzeczywistego. Postawiona teza
rozprawy (Teza 2) o mo»liwo±ci projektowania regulatorów LQR dla systemów nieliniowych i sil-
nie nieliniowych czasu rzeczywistego zostaªa udowodniona. W eksperymencie na stanowisku ba-
dawczym lewitacji magnetycznej potwierdzono optymalno±¢ sterowania regulatorem LQR (259) w
relacji do sterowania klasycznego PID. Zastosowanie linearyzacji ARMAX poprzez rzutowanie lokal-
nego modelu dynamiki systemu nieliniowego w otoczeniu punktu referencyjnego na model liniowy
oraz u»ycie asymptotycznego obserwatora liniowego ª¡czy zalety asymptotycznego odtwarzania stanu
oraz zalet¦ �ltracji zakªóce«. Z teorii �ltracji Kalmana, pracy [Khalil (2015)] oraz wyników bada«
eksperymentalnych przeprowadzonych w rozprawie doktorskiej nasuwa si¦ wniosek, »e w zagad-
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9.1 Wnioski dotycz¡ce sterowania systemami nieliniowymi i silnie nieliniowymi

nieniach sterowania liniowo-kwadratowego zwi¦kszanie dokªadno±ci odtwarzania stanu [Baranowski
et al. (2017)] jest istotne, ale nie rozwi¡zuje problemu dokªadno±ci i stabilno±ci regulacji LQR. W
pracy nie rozpatrywano zagadnie« rozszerzonego Filtru Kalmana dla omawianych systemów silnie
nieliniowych ze wzgl¦du na potwierdzone wnioski zawarte w uznanych publikacjach [Ljung (1979)]
o niestabilno±ci algorytmu EKF w systemach, które nie speªniaj¡ warunku Lipschitza, cz¦±¢ bada«
przeprowadzono na systemach, które nie s¡ ró»niczkowalne w klasycznym sensie. Badania przepro-
wadzone w pracy dla wielu klas modeli nieliniowych oraz analiza wpªywu wspóªczynników korekcji
β i τcr na wzmocnienie obserwatora i stabilno±¢ ukªadu sterowania LQR umo»liwiªy sformuªowanie

uogólnionego kryterium badania lokalnej sterowalno±ci systemów nieliniowych. Je±li istnieje K̂ oraz
estymator (198) lub (199) dla prawa sterowania (216), to istnieje wysokie prawdopodobie«stwo »e
system nieliniowy jest lokalnie sterowalny [Sussmann and Jurdjevic (1972)]. Na podstawie bada«
przeprowadzonych w pracy nasuwa si¦ wniosek »e optymalizacj¦ projektowania ukªadów regulacji
liniowo-kwadratowej z linearyzuj¡c¡ p¦tl¡ sprz¦»enia zwrotnego dla systemów nieliniowych i silnie
nieliniowych nale»y przeprowadzi¢ poprzez nadanie priorytetów kolejno±ci. W pierwszej kolejno±ci
nale»y wykona¢ optymalizacj¦ linearyzacji (136). Dla optymalnego modelu zlinearyzowanego nale»y
przeprowadzi¢ optymalizacj¦ korekcji wzmocnienia obserwatora (199) oraz macierzy wzmocnienia
regulatora LQR (216). Algorytmy zaproponowane w pracy mog¡ by¢ stosowane w systemach stero-
wania czasu rzeczywistego: PLC, PC, mikroprocesory, systemy wbudowane.

9.1 Wnioski dotycz¡ce sterowania systemami nieliniowymi i silnie nieliniowymi

Linearyzacja z wykorzystaniem stycznych przy minimalnej segmentacji punktów daje optymalne es-
tymatory w punkcie linearyzacji. W przypadku ukªadów silnie-nieliniowych minimalna segmentacja
punktów nie gwarantuje speªnienia warunku Lipschitza (76), estymator EKF bazuj¡cy na lineary-
zacji z wykorzystaniem stycznych jest silnie obci¡»ony. Dla obci¡»onego estymatora EKF obliczenie
sterowa« a priori nie gwarantuje speªnienia warunku sterowalno±ci a posteriori. Zaproponowany w
pracy algorytm u±rednia dynamik¦ obserwatora. System nieliniowy mo»na linearyzowa¢ za pomoc¡
proponowanego algorytmu lokalnie na przedziale w dowolnym stanie, który speªnia warunek sterowal-
no±ci BIBO. Modele deterministyczne mo»na opisa¢ za pomoc¡ równa« ró»niczkowych niesko«czenie
wymiarowych. Sko«czenie wymiarowe równania opisuj¡ce modele �zyczne, zwykle uwzgl¦dniaj¡ do-
minuj¡ce zmienne stanu, pomijaj¡ oddziaªywania sªabe. Jest to jeden z powodów powstawania nie-
akceptowalnych bª¦dów w obliczeniach EKF i regulatora LQG. W proponowanej linearyzacji mo»na
zastosowa¢ model dowolnego rz¦du, modele wysokich rz¦dów pozwalaj¡ na dokªadn¡ estymacj¦ dy-
namiki systemu nieliniowego. Przedstawiony algorytm uogólnia zadanie linearyzacji dla ukªadów
nieliniowych, nie wymaga rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych. Jak wykazano w pracy, dokªadne
i powtarzalne rozwi¡zania w in»ynierii systemów sterowania mo»na uzyska¢ za pomoc¡ regresji li-
niowej modelami sko«czenie wymiarowymi. Podsumowuj¡c, w pracy przedstawiono nowy algorytm
linearyzacji dla systemów nieliniowych i silnie nieliniowych, który mo»e by¢ stosowany równie» w
ukªadach mechanicznych, opisanych funkcjami nieci¡gªymi, nieró»niczkowalnymi.

9.2 Nowatorskie elementy pracy

� Nowatorskim osi¡gni¦ciem pracy jest zaproponowanie nowego podej±cia do linearyzacji syste-
mów nieliniowych i silnie nieliniowych poprzez projekcj¦ modelu dynamiki sytemu nieliniowego
lokalnie w otoczeniu punktu referencyjnego na model liniowy �ltru impulsowego o niesko«czo-
nej odpowiedzi poprzez zastosowanie zmody�kowanego algorytmu estymacji najmniejszych
kwadratów [Latocha (2018a)], [Latocha (2017)].

� W pracy potwierdzono oraz zwery�kowano tez¦ postawion¡ przez [Khalil (2015)] dotycz¡c¡

105



9.3 Najwa»niejsze oryginalne wyniki pracy wnosz¡ce istotne, nowe tre±ci do rozwoju nauki

korekcyjnych wªasno±ci obserwatorów o wysokim wzmocnieniu dla systemów niepewnych i
nieliniowych oraz ich stabilno±ci w ukªadzie sterowania LQR (Rys. 17).

� Nowatorskim osi¡gni¦ciem pracy jest zaproponowanie uogólnionych algorytmów obliczenia ob-
serwatorów liniowych o wysokim wzmocnieniu i korekcji regulatora LQR w ukªadzie sterowana
(Rys. 17) dla wielu klas systemów nieliniowych, silnie nieliniowych i niepewnych SISO po-
przez zastosowanie dodatkowych warunków parametryzowanych za pomoc¡ skalarów [Einicke
and White (1999)]. Podej±cie zaproponowane w pracy pozwoliªo na sformuªowanie zadania
optymalizacji wypukªej na przedziale dla pewnych klas systemów nieliniowych.

� W pracy przedstawiono algorytm budowy regulatora u(t) = Kŷ(t) [Mitkowski (2016)] dla
systemów nieliniowych.

9.3 Najwa»niejsze oryginalne wyniki pracy wnosz¡ce istotne, nowe tre±ci do

rozwoju nauki

� Najwa»niejszym oryginalnym wynikiem pracy jest potwierdzenie zaªo»e« zawartych w tezach
oraz wery�kacja proponowanych algorytmów obliczeniowych na modelach matematycznych i
�zycznym systemie, laboratoryjnym stanowisku lewitacji magnetycznej w ukªadzie sterowania
LQR z obserwatorem linearyzuj¡co-u±redniaj¡cym o wysokim wzmocnieniu w zamkni¦tej p¦tli
sprz¦»enia zwrotnego.

� W pracy wykazano, »e dokªadna estymacja stanu jest wa»na w sterowaniu LQR systemami
nieliniowymi, silnie nieliniowymi ale nie jest kluczowa; kluczowe znaczenie ma trend estymat
stanu, który w pracy formowany jest obserwatorem o wysokim wzmocnieniu dla zmody�ko-
wanego regulatora LQR.

� Wyniki pracy dowodz¡, »e warunkiem koniecznym sterowania �zycznych systemów dynamicz-
nych (12) jest speªnienie równania na prawo sterowania (18), które zakªada dost¦p do peªnej
informacji o stanie obiektu (11) oraz speªnienie warunku sterowno±ci (9). Opis systemów
�zycznych podlega ograniczeniom, które odnosz¡ si¦ do reprezentacji na sko«czonej ilo±ci da-
nych uzyskanych z pomiarów, dokªadno±ci sensorów oraz urz¡dze« wykonawczych, zakªóce«
oraz bª¦dów numerycznych. Powy»sze ograniczenia sprawiaj¡, »e mamy dost¦p do niepeªnej
informacji o stanie systemu. W pracy wykazano, »e mo»liwa jest estymacja informacji o sta-
nie systemu nieliniowego, silnie nieliniowego funkcj¡ sko«czenie wymiarow¡ z akceptowalnym
poziomem bª¦du (198), (199) w zadaniu sterowania LQR.

� W pracy wykazano, »e regresja liniowa pozwala na obliczenie estymat systemów �zycznych z
wysok¡ precyzj¡, umo»liwiaj¡c¡ zastosowanie regulatora LQR.

� Nowatorskim osi¡gni¦ciem pracy jest mody�kacja algorytmu optymalizacji najmniejszych kwa-
dratów bª¦du równania, która pozwala na zastosowanie dla danych dyskretnych, których war-
to±ci na pocz¡tku przedziaªu s¡ niezerowe, sprowadzaj¡c rozwi¡zanie do klasycznego problemu
LSE.

� Wa»nymi wynikami pracy s¡ uogólnione algorytmy obliczeniowe, które umo»liwiaj¡ wyliczenie
obserwatora linearyzuj¡cego o wysokim wzmocnieniu oraz regulatora LQR w zadaniu stabili-
zacji i trackingu dla ró»nych klas nieliniowo±ci.

� Algorytm obliczenia obserwatora linearyzuj¡co-u±redniaj¡cego o wysokim wzmocnieniu HG
(198), (199) w ukªadzie regulacji LQR, w którym poprzez uwarunkowanie warto±ci macierzy
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obserwatora i wzmocnienia regulatora od wspóªczynników korekcyjnych zadanie optymalizacji
sprowadzono do zadania optymalizacji wypukªej na przedziale dla pewnych klas systemów
nieliniowych.

� W eksperymentach na stanowisku badawczym lewitacji magnetycznej stwierdzono empirycz-
nie, »e warstwa sprz¦towa umo»liwia obliczenia w systemie Matlab/Simulink RT z krokiem
solvera 0.001[s]. Zmiana kroku solvera na 0.01[s] destabilizuje system, co nasuwa wniosek, »e
implementacj¦ zaproponowanych algorytmów mo»na zrealizowa¢ w mikrokontrolerach, które
umo»liwiaj¡ wykonanie kodu poni»ej 0.001[s].

� Proponowany system regulacji posiada wªa±ciwo±ci �ltrowania zakªóce« ze wzgl¦dem na wy-
korzystanie modelu �ltru impulsowego ARMAX jako funkcji bazowej LSE w algorytmie line-
aryzacji.

� Z eksperymentów przeprowadzonych na modelach matematycznych reprezentuj¡cych ró»ne
klasy nieliniowo±ci oraz niepewno±¢ systemu nasuwa si¦ wniosek, »e sterowalno±¢ systemów
nieliniowych oraz niepewnych nie jest zdeterminowana istnieniem wzmocnienia K regulatora
LQR od stanu, dla prawa sterowania (18) w zamkni¦tej p¦tli sprz¦»enia zwrotnego. Mo»e nie
istnie¢ K które speªni prawo sterowania (18) dla systemu nieliniowego, pomimo tego system
nieliniowy mo»e by¢ sterowalny poprzez zastosowanie obserwatora o wysokim wzmocnieniu
w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego ukªadu regulacji LQR ze skorygowan¡ warto±ci¡ wzmocnienia
regulatora. Wniosek zostaª potwierdzony empirycznie na modelach matematycznych oraz na
�zycznym stanowisku lewitacji magnetycznej.

� Proponowany algorytm sterowania zalicza si¦ do klasy sterowa« gªadkich (325), [Lachowicz
(2012)], niezmieniaj¡cych si¦ nagle (ang. Smooth Controls) Uε:

u ∈ Uε[0, t1] (324)

je»eli u(t) jest ci¡gªa na [0, t1], u(0) = u(1) oraz |u̇(t)| ≤ ε na [0, t1];

Uε =
⋃
t1>0

Uε[0, t1] (325)

W pracy wykazano »e sterowanie gªadkie (325) pozwala na uzyskanie lepszych wska¹ników
jako±ci od sterowa« kawaªkami staªych (327), [Lachowicz (2012)], wykorzystywanych w algo-
rytmie EKF, (ang. Piecewise Controls) UPC :

u ∈ UPC [0, t1] (326)

je»eli u(t) jest kawaªkami staªa na [0, t1], tzn. istniej¡ odcinki 0 = s0 < s1 < . . . < sl = t1,
takie »e u(t) jest staªa na ka»dym przedziale [sk−1, sk)

UPC =
⋃
t1>0

UPC [0, t1]. (327)

� W pracy wykazano (Rozdziaª 7), (Tabela 3), [Latocha (2013)], »e dla zakªóce« o du»ej warto-
±ci kowariancji �ltry oparte na estymacji j¡drowej daj¡ lepsze wska¹niki jako±ci oszacowania
warto±ci oczekiwanej od �ltru Kalmana, który jest optymalnym estymatorem wzgl¦dem praw-
dopodobie«stwa dla rozkªadu Gaussa.

� W XX wieku pojawiªo si¦ poj¦cie bezpiecznej integracji systemów automatyki (ang. Safety
Integrated), które dzisiaj jest gªównym kryterium budowy i rozwoju systemów sterowania.
Prezentowany algorytm sterowania systemami nieliniowymi ze wzgl¦du na szybko±¢ i stabilno±¢
oblicze« mo»na zaliczy¢ do algorytmów Safety Integrated.
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9.4 Proponowane kierunki badawcze

Otwart¡ problematyk¡ badawcz¡ zaproponowanych w pracy rozwi¡za« pozostaj¡ kierunki:

� Analitycznego rozwi¡zania problemu optymalizacji obserwatora o wysokim wzmocnieniu.

� Optymalizacji wielokryterialnej [Korytowski (2016)] proponowanych algorytmów obliczenio-
wych.

� Badanie stabilno±ci i warunków brzegowych [Grabowski (2017)], [Duda (2017)].

� Badanie wªasno±ci �ltruj¡cych i korekcyjnych proponowanego modelu linearyzacji (136) oraz
obserwatora HG (199).

� Wykorzystanie optymalizacji minimalno-wariacyjnej Kalmana, �ltrów adaptacyjnych (Roz-
dziaª 7) lub �ltrów uªamkowego rz¦du [Baranowski et al. (2017)].

� Badanie zastosowa« w systemach nieliniowych [Pilat (2010)].

� Przeprowadzenie dowodu matematycznego na zbie»no±¢ estymatora (Rozdziaª 4.2.7) i obser-
watorów HG (198), (199).

� Implementacja dla systemów wielowymiarowych MIMO (ang. Multiple Input, Multiple Out-
put).

� Regresja liniowa, poszukiwanie funkcji bazowych, które pozwol¡ na estymacj¦ modeli mate-
matycznych w dziedzinie czasu ci¡gªego z dyskretnych danych pomiarowych.
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10 Dodatek A

Modele matematyczne wykorzystane do wery�kacji algorytmów zawartych w pracy.

� Sterowanie ±lizgowe - spr¦»yna sterowana dwustanowo PWM (ang. Pulse-Width Modulation)

ẍ+ 0.01ẋ+ x+ x2 = 30sgn(u). (328)

Rysunek 88: Stabilizacja systemu (328) dla niezerowych warunków pocz¡tkowych.

Rysunek 89: Trajektorie fazowe w zadaniu stabilizacji LQR systemu opisanego równaniem (328).

� System chaotyczny [Sprott and Linz (2000)]

...
x + 0.5ẍ+ ẋ− sgn(x) + x = u. (329)
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Rysunek 90: Trajektorie fazowe w zadaniu stabilizacji LQR systemu chaotycznego opisanego rów-
naniem algebraicznym (329).
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