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1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozprawy jest sterowanie minimalnoczasowe w układach liniowych stacjonar-
nych o wymuszeniu skalarnym. Generalnie praca dotyczy sterowania w pętli otwartej, aczkol-
wiek zawiera tėz pewne wyniki dla pętli zamkniętej.

Optymalizacja procesów sterowania od dawna była przedmiotem badán i wciąż pozostaje
tematem aktualnym. Pomimo ekspansji metod numerycznych rozwiązania analityczne zawsze
będą posiadác wartósć naukową.

Przedstawiona w pracy analiza opiera się o zasadę maksimum Pontriagina, z której wynika,
że jėzeli sterowanie minimalnoczasowe istnieje, to musi być ono typu przekaźnikowego, a więc
synteza tego sterowania sprowadza się do wyznaczenia jegoznaku w chwili początkowej, chwil
przełączén i czasu kóncowego (horyzontu).

2. Cel i zakres pracy

Zasadniczym celem pracy było uzyskanie możliwie pełnego rozwiązania analitycznego roz-
ważanego zagadnienia w postaci jawnej oraz wypełnienie luki związanej z brakiem rezultatów
analitycznych w zakresie wyznaczania chwil przełączeń sterowania minimalnoczasowego.

3. Struktura rozprawy

Rozprawa składa się z 4 zasadniczych rozdziałów, 2 dodatków i wykazu literatury.
W rozdziale 1 sformułowano problem sterowania minimalnoczasowego dla układów linio-

wych stacjonarnych w przypadku ogólnym, opisanych równaniem ró̇zniczkowymn-tego rzę-
du. Pokazano istotę klasycznej metody wyznaczania sterowania minimalnoczasowego, która
prowadzi do układu równán przestępnych na niewiadome chwile przełączeń i czas kóncowy,
a tak̇ze uzyskano pewne zależnósci między stanami w chwilach przełączeń.

W rozdziale 2 przeprowadzono szczegółową analizę sterowania minimalnoczasowego ukła-
dów rzędu 2-go, wykorzystując wyniki rozdziału 1, które uogólniono na przypadki biegunów
podwójnych i zerowych. Oszacowano obszary sterowalności dla układów niestabilnych rzędu
2-go. Uzyskano rezultaty analityczne dotyczące liczby przełączén w oscylacyjnych systemach
liniowych rzędu 2-go. Liczba przełączeń została wyznaczona dla dowolnych warunków począt-
kowych oraz parametrów równania różniczkowego. Uzyskane zależnósci analityczne pozwalają
na obliczenie czasów przełączeń sterowania minimalnoczasowego.

W rozdziale 3 przedstawiono syntezę sterowania minimalnoczasowego dla układów linio-
wych rzędu 3-go opisanych równaniem różniczkowym nie zawierającym pochodnej rzędu 2-go.
Osobno przeanalizowano przypadki biegunów zespolonych, wtym przypadek dwóch biegunów
urojonych, oraz biegunów rzeczywistych.

W rozdziale 4 zaproponowano koncepcję napędu wózka suwnicy oraz – korzystając z przy-
kładu rozwiązanego w rozdziale 3 – przeprowadzono wstępną analizę układu pod względem
możliwości zastosowania sterowania minimalnoczasowego.

W Dodatku A pokazano zastosowanie zasady maksimum do problemu minimalnoczasowe-
go dla układów liniowych stacjonarnych opisanych w przypadku ogólnym równaniem ró̇znicz-
kowymn-tego rzędu.

W dodatku B pokazano pewne własności rozwiązania równania różniczkowego liniowego
n-tego rzędu o stałych współczynnikach z przekaźnikową funkcją wymuszającą oraz przedsta-
wiono alternatywną drogę do wyników rozdziału 1 w oparciuo teorię wielomianów symetrycz-
nych podstawowych.
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4. Sformułowanie problemu

Rozwȧzany będzie układ dynamiczny, o jednym wejściu, opisany równaniemn-tego rzędu

dnx
dtn +a1

dn−1x
dtn−1 + · · ·+an−1

dx
dt

+anx= u, (1)

gdziea1, . . . ,an są stałymi współczynnikami rzeczywistymi.
Stan obiektu opisanego równaniem (1) w dowolnej chwili t jest okréslony wartósciami sy-

gnału będącego rozwiązaniem tego równania i jego pochodnych: x(t), x(1)(t), . . . , x(n−1)(t).
Zadaniem sterowaniau jest przeprowadzenie obiektu ze stanu początkowego w chwili t0 = 0:

x(0) = x0, x(1)(0) = x(1)0, . . . , x(n−1)
(0) = x(n−1)

0 (2)

do zerowego stanu końcowego:

x(tk) = 0, x(1)(tk) = 0, . . . , x(n−1)(tk) = 0 (3)

w pewnym skónczonym czasietk<+∞.
Problem sterowania minimalnoczasowego obiektem opisanymrównaniem (1) polega na

znalezieniu takiego sterowania ˆu, nalėzącego do obszaru sterowań U, które minimalizuje czas
przej́scia z danego stanu początkowego (2) do zadanego stanu końcowego (3).

Dalej załȯzono obszar sterowań dopuszczalnych

U =
{

u∈ PC
(

[0,+∞[,R
)

: |u(t)|6 1
}

, (4)

gdziePC
(

[0,+∞[,R
)

oznacza przestrzeń funkcji przedziałami ciągłychu: [0,+∞[→ R.
Jėzeli pierwiastkis1, s2, . . . ,sn wielomianu charakterystycznego

M(s) = sn+a1s
n−1+ · · ·+an−1s+an = (s−s1)(s−s2) · · ·(s−sn) (5)

mają niedodatnie części rzeczywiste, to istnieje sterowanie czasooptymalne przeprowadzające
układ do początku układu współrzędnych z każdego stanu początkowego w przestrzeniRn.

W dalszej czę́sci tego punktu zakłada się,że współczynniki równania (1) oraz wartósci
początkowe (2) (nie wszystkie równe zero) są takie,że sterowanie czasooptymalne istnieje.

W przedziale 06 t 6 tk istnieje dokładnie jedno sterowanie czasooptymalneu(t) i spełnia
zasadę maksimum Pontriagina. Funkcjau(t) przyjmuje – prawie wszędzie – wartości na brzegu
∂U = {−1,+1} obszaru sterowán U (4), jest przedziałami stała i można ją zapisác w postaci
u(t) = sgnψ(t), gdzieψ(t) jest pewnym nietrywialnym rozwiązaniem równania jednorodnego

dnψ
dtn −a1

dn−1ψ
dtn−1 + · · ·+(−1)n−1an−1

dψ
dt

+(−1)nanψ = 0. (6)

Rozwiązanieψ(t) równania jednorodnego (6) może miéc w przedziale 0< t < tk co najwy-
żej skónczoną liczbę miejsc zerowych, w których zmienia ono znak. Niech

P= {0< t < tk : ψ(0)(t) = · · ·= ψ(l−1)(t) = 0, ψ(l)(t) 6= 0, l ∈ Nn}, (7)

gdzieNn oznacza zbiór liczb nieparzystych1. Wtedy zbiórP jest zbiorem wszystkich chwiltj ,
w których sterowanieu(t) zmienia znak, tj.u(tj−)u(tj+)< 0 dla j = 1, . . . ,#P (# – moc zbioru).

1 Oczywíscie warunek zbioru nie może zostác spełniony, jėzeli l nie spełnia nierównósci 16 l < n.
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Niech umownym załȯzeniem będzie prawostronna ciągłość funkcji sterującej. Sterowanie
czasooptymalne, gdy zbiór chwil przełączeń P (7) jest (k−1)-elementowy, ma postać

u(t) = ε
(

111(t)−2111(t − t1)+ · · ·+(−1)k−12111(t− tk−1)+(−1)k111(t − tk)
)

, (8)

gdzie111 oznacza funkcję Heaviside’a,111(t) = 1 dlat > 0 i 111(t) = 0 dlat < 0, t1, . . . , tk−1 ∈ P są
uporządkowanymi chwilami przełączeń,

0< t1 < · · ·< tk−1 < tk <+∞, (9)

a ε = u(0) to początkowy znak sterowania równy 1 bądź−1.
Liczba przełączén (k−1) zalėzy zarówno od współczynników równania (1), jak i od stanu

początkowego (2). Jėzeli wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego (5) są rzeczy-
wiste, to zbiór chwil przełączén (7) jest co najwẏzej (n−1)-elementowy, czylik 6 n. W prze-
ciwnym przypadku – liczba przełączeń mȯze býc dowolnie du̇za.

Z załȯzenia ustalony stan początkowy (2) jest dowolny, więc wyznaczenie znakuε = ±1
jest w istocie zagadnieniem syntezy regulatora optymalnego ε = ũ

(

x0,x
(1)
0, . . . ,x

(n−1)
0

)

, w którym
funkcjaũ(x,x(1), . . . ,x(n−1)) zapewnia realizację sterowania optymalnego w układzie zamkniętym.
W każdej chwili t wartósć sterowaniau(t) = ũ

(

x(t),x(1)(t), . . . ,x(n−1)(t)
)

.

5. Rozwiązanie problemu

Funkcja stanux(t) spełniająca równanie (1) przy warunkach początkowych (2) i sterowaniu
(8) jest oczywíscie funkcją ciągłą wraz z pochodnymi do rzędun−1. Transformata Laplace’a
funkcji x(t)111(t) ma postác

X(s) =
W(s)+U(s)

M(s)
, (10)

gdzie2:

U(s) =
ε
s

(

1−2e−st1+ · · ·+(−1)k−12e−stk−1+(−1)ke−stk
)

, (11)

W(s) = (sn−1+a1s
n−2+ · · ·+an−1)x0+ · · ·+(s+a1)x

(n−2)
0 +x(n−1)

0 , (12)

przy czymU(s) jest transformatą funkcji (8) aM(s) jest wielomianem charakterystycznym (5).
Niech wielomianM(s) (5) ma n różnych niezerowych pierwiastków (rzeczywistych bądź

zespolonych sprzężonych), tj.M′(si) 6= 0 dla i = 1, . . . ,n orazM(0) 6= 0.
Zgodnie ze wzorem (10) transformatą odwrotną funkcjiX(s) jest

x(t)111(t) =
n

∑
i=1

siW(si)111(t)+v(t,si)

siM′(si)
esit +

v(t,0)
M(0)

, (13)

gdzie

v(t,s) = ε
(

111(t)−2e−st1111(t − t1)+ · · ·+(−1)k−12e−stk−1111(t − tk−1)+(−1)ke−stk111(t − tk)
)

.

Dla czasówt > tk ze wzoru (13) otrzymuje się

x(t) =
n

∑
i=1

W(si)+U(si)

M′(si)
esit , (14)

gdzieU(si) = v(tk,si)/si jest wartóscią funkcji (11) dlas= si .
Z warunkux(t) = 0 dlat > tk zastosowanego do wzoru (14) dostaje się układn równán

W(si)+U(si) = 0 (15)

dla i = 1, . . . ,n na niewiadome chwile przełączeń tj ( j = 1, . . . ,k−1) i czas kóncowytk.

2 Przy tymU(0) = ε
(

2t1−·· ·− (−1)k−12tk−1− (−1)ktk
)

.
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6. Sterowanie minimalnoczasowe układów rzędu2-go

6.1. Zalėzności między chwilami przełączén

Rozwiązaniem równania (6) jest

ψ(t) =























s2ψ0+ ψ̇0

s2−s1
e−s1(t−t0)+

s1ψ0+ ψ̇0

s1−s2
e−s2(t−t0), ∆ > 0,

(

ψ0+(siψ0+ ψ̇0)(t− t0)
)

e−si(t−t0), ∆ = 0,

e− resi(t−t0)
(

ψ0cos
(

imsi(t− t0)
)

+
resiψ0+ ψ̇0

imsi
sin

(

imsi(t − t0)
)

)

, ∆ < 0,

(16)

gdzie∆ = (s1−s2)
2 = a2

1−4a2, aψ0 = ψ(t0) i ψ̇0 = ψ̇(t0) nie są znane (|ψ0|+ |ψ̇0| 6= 0).
Niech

T =
2π

|imsi |
(17)

okrésla okres drgán, traktowany jako podwojony odstęp pomiędzy kolejnymi miejscami zero-
wymi funkcji ψ(t) (16). Jėzeli imsi → 0, toT → +∞. Ze wzoru (16) łatwo wykazác, że jėzeli
∆ > 0, to T = +∞ i zbiór (7) jest co najwẏzej jednoelementowy (k 6 2), a jėzeli ∆ < 0, to
1
2T = 2π/

√
−∆ i zbiór (7) może zawierác dowolną skónczoną liczbęk−1 elementów spełnia-

jącychk dodatkowych zalėznósci:

t1− t0 6 1
2T, t2− t1 = · · ·= tk−1− tk−2 =

1
2T, tk− tk−1 6

1
2T. (18)

Jėzeli ∆ > 0, to wzór na szukaną funkcjęu(t) (8) zawiera – nie liczącε – co najwẏzej dwie
niewiadomet1 i tk (k6 2), które spełniają nierówności (9), czyli:

0< t1− t0, k> 1, (19)

0< tk− tk−1. (20)

Jėzeli ∆ < 0, to kolejne chwile przełączeń t1, . . . , tk−1 (k < +∞) różnią się o stałą wartość
1
2T (18) i znając dowolną z nich, na przykładt1, pozostałe mȯzna obliczýc z zalėznósci

tn = t1+(n−1)1
2T, n= 2, . . . ,k−1. (21)

Tak wyliczone chwilet2, . . . ,tk−1 orazt1 i czastk spełniają nierównósci (9) i (18), stąd:

0< t1− t0 6
1
2T, k> 1, (22)

0< tk− tk−1 6
1
2T. (23)

Po wyznaczeniutk−1 z (21) i podstawieniu do nierówności (23) można ją zastąpić przez

(k−2)1
2T < tk− t1 6 (k−1)1

2T. (24)

6.2. Redukcja problemu do układu równán z 222 niewiadomymi

W punkcie6.1 synteza funkcjiu(t) (8) została sprowadzona do wyznaczenia znakuε oraz
czasutk i chwili przełączeniat1 (k > 1), spełniających nierówności (19) i (20) (∆ > 0) lub (22)
i (24) (∆ < 0). Dalsze chwile przełączeń t2, . . . , tk−1 (∆ < 0) tworzą ciąg arytmetyczny i mogą
być wyznaczone z zależnósci (21) (k> 2).
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Jėzeli parametrya1 i a2 równania (1) są rzeczywiste, to

U(s) =
ε
s

(

1−2AT
k−1(s)e−st1 +(−1)ke−stk

)

, (25)

gdzie3

AT
n(s) =











1− (−1)ne−nsT/2

1+e−sT/2
, T <+∞ ∧ e−sT/2 6=−1,

n, T =+∞ ∨ e−sT/2 =−1.

(26)

W szczególnósciAT
0(s) = 0 i AT

1(s) = 1. Dlak6 2 wzór (25) wynika wprost ze wzoru (11), a dla
k> 3 – z podstawienia (21) do wzoru (11) i zsumowania ciągu geometrycznego

2
k−1

∑
j=1

(−1) j e−stj =−2e−st1
k−1

∑
j=1

(

−e−sT/2) j−1
=−2AT

k−1(s)e−st1 .

Po podstawieniu (17) i s= si we wzorach (25)–(26) można otrzymác wzór4

U(si) =







ε
si

(

1−2Ak−1e−sit1+(−1)k e−sitk
)

, si 6= 0,

ε
(

2Ak−1t1− (−1)ktk
)

, si = 0,
(27)

gdzie

Ak−1 = Ak−1(si) =











e(k−1)πa1/
√
−∆−1

eπa1/
√
−∆−1

, |a1|∆ < 0,

k−1, |a1|∆ > 0,

(28)

przy czym wzór (28) – z (26), po podstawienius= si i wyrażeniusi przez współczynnika1 i ∆.
StałaAk−1 zalėzy od parametrówa1 i a2 równania (1) oraz jest funkcją liczby przełączeń

(k−1), a tym samym funkcją stanu początkowego (2). W szczególnósci, dla pierwiastków uro-
jonychAk−1 = k−1 oraz – podobnie – dla pierwiastków rzeczywistychA0 = 0 i A1 = 1.

W układzie równán (15), gdzieU(si) jest dane wzorem (27), są ju̇z tylko dwie niewiadome:
pierwsza chwila przełączaniat1 i czas kóncowytk – w szczególnósci jedna niewiadomatk (gdy
k= 1). Jėzeli k> 2 (wtedy∆ < 0), pozostałe chwilet2, . . . ,tk−1 wyznacza się z zależnósci (21).

6.3. Uogólnienie na przypadki biegunów podwójnych i zerowych

Rozwiązaniex(t) równania ró̇zniczkowego (1) przy ustalonych warunkach początkowych
(2) wyraża się odmiennymi wzorami w zależnósci od krotnósci i zerowósci pierwiastkówsi

wielomianuM(s) (5). Niemniej jednak, wystarczy wyznaczyć rozwiązanie dla pierwiastków
różnych i niezerowych, a pozostałe przypadki można otrzymác w granicy według diagramu

0 6= s1 6= s2 6= 0
s2→s1−−−→ s1 = s2 6= 0

s2→0





y





y

s1→0

s1 6= s2 = 0 −−−→
s1→0

s1 = s2 = 0.

3 Z uwagi na definicję parametruT (17), warunkiT < +∞ i e−sT/2 6= −1 są równowȧzne odpowiednio wa-
runkom imsi 6= 0 (tj. ∆ < 0) i s 6= j(2m+1) imsi , m= 0,±1,±2, . . . . Dla pierwiastkóws1 i s2 rzeczywistych (tj.

T =+∞) można przyją́c A+∞
n (s) = 1−(−1)n

2 = n dlan= 0,1.
4 Po skorzystaniu z równoście−siT/2 = e−πsi/|imsi | = e−jπ sgnimsi e−π resi/|imsi | =−e−π resi/|imsi |.
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Jėzeli s1 6= s2 i s1s2 6= 0 (tj. ∆ 6= 0 i a2 6= 0), to zachodzi wzór (13) (dlan= 2). Jėzeli s1 = s2

lub s1s2 = 0 (tj. ∆ = 0 lub a2 = 0), to x(t) można otrzymác z tego wzoru przez odpowiednie
przej́scie graniczne. Dla czasówt > tk otrzymuje się

x(t) =























2

∑
i=1

W(si)+U(si)

si −s3−i
esit , ∆ 6= 0,

1

∑
j=0

d j
(

W(s)+U(s)
)

dsj

∣

∣

∣

s=si

t1− j esit , ∆ = 0,

(29)

gdzieW(s) i U(s) są dane wzorami (12) i (25), aU(si) – wzorem (27).
Dla kȧzdegot > tk stan obiektux(t) = 0. Stąd i ze wzoru (29) otrzymuje się dwa równania

0=















(

W(s)+U(s)
)

∣

∣

∣

s=si

, i = 1,2, ∆ 6= 0,

d j

dsj

(

W(s)+U(s)
)

∣

∣

∣

s=si

, j = 1,2, ∆ = 0.
(30)

6.4. Obszary sterowalnósci dla układów niestabilnych

W pracy wyznaczono kilka warunków koniecznych istnienia rozwiązania układu równán
(30) w przypadku biegunów rzeczywistych. Przedstawione twierdzenia ilustrują tylko najprost-
sze warunki konieczne, tj. nierówności jakie musi spełniác wybrana kombinacja liniowa wa-
runków początkowych, np.s1|−s2x0+ ẋ0|< 1, gdys1 > 0. Można dowiésć następujące

Twierdzenie 1. Jėzeli oba pierwiastki s1, s2 wielomianu(5) są dodatnie, to nierówności

|−s1s2x0+sMẋ0|< 1, (31)

|−s1s2x0|< 1, (32)

|sMẋ0|< 2sMs
s1

s2−s1
1 s

s2
s1−s2
2 (33)

są warunkiem koniecznym istnienia rozwiązania układu równań (30), przy czym dla s1 = s2
nierówność(33) ma postać|sMẋ0| < 2e−1 (jest zachowana w granicy s2−s1 → 0). Zbiór par
(x0, ẋ0) spełniających nierówności(31)–(33) tworzy sześciokąt na płaszczyźnie0x0ẋ0. �

NiechA= −s1s2x0, B = sMẋ0 i η = sm/sM. Interpretację graficzną twierdzenia1 – dla tak
przeskalowanych warunków początkowych – przedstawia rysunek1.

A

B

A
=

−
1

A
=

1A
+

B
=

1

A
+

B
=−1

B= 2Bη

B=−2Bη

bc
(−1,2Bη)

bc

(−1+2Bη ,−2Bη)
bc

(1,−2Bη)

bc
(1−2Bη ,2Bη)

bc
(−1,2)

bc (1,−2)

bc

(−1,0)
bc
(1,0)

0 1

1

Rys. 1. Interpretacja geometryczna twierdzenia1 dla η = 1
2.

|A+B|< 1, |A|< 1, |B|< 2Bη , Bη =

{

η
η

1−η , 0< η < 1,

e−1, η = 1.
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6.5. Układ symetryczny o biegunach rzeczywistych

Niechsi = ±s, gdzies∈ R\{0}. W przypadku układów o biegunach rzeczywistych rozło-
żonych symetrycznie możliwe jest padanie rozwiązań analitycznych w postaci jawnej.

Obszar sterowalności i funkcja regulatora optymalnego w układzie zamkniętym:

D = {(x, ẋ) : s|sx+ ẋ|< 1} (34)

oraz

ũ(x, ẋ) =

{

sgn
(

(sx− ẋ)|sx+ ẋ|−2x
)

, (sx− ẋ)|sx+ ẋ| 6= 2x,

−sgn(sx+ ẋ) = sgnx=−sgnẋ, (sx− ẋ)|sx+ ẋ|= 2x.
(35)

Chwila przełączeniat1 i horyzont optymalnytk

t j =
1
s

ln
3− (−1) jy1y2+sgns

√

(1−y1y2)(9−y1y2)
(

3− (−1) j
)(

εs(sx0+ ẋ0)+1
) (36)

dla j = 1,k, gdziey1y2 = s2(s2x2
0− ẋ2

0+2εx0)+1 i ε = ũ(x0, ẋ0).
Sterowanie minimalnoczasowe zachodzi bez przełączeń (k = 1), jeżeli ε = sgnx0 i stan

początkowy (2) spełnia zalėznósci:

(sx0+ ẋ0)(−sx0+ ẋ0) = 2|x0|, −x0/ẋ0 > |s|, (37)

przy tym
∣

∣|s|x0+ ẋ0
∣

∣< 1/|s|.
Stąd krzywa przełączania składa się z dwóch ramion hiperbol (rys.2) o równaniach

(x+ ε/s2

1/s2

)2
−
( ẋ

1/s

)2
= 1 (38)

dlaε =±1 przy ograniczeniuxẋ< 0.

x

ẋ

−|s|x− 1
|s|

−|s|x+ 1
|s|

ε =+1

ε =−1

bc
(

− 1
s2 ,0

)

bc
(

0,− 1
|s|
)

bc

( 1
s2 ,0

)

bc

(

0, 1
|s|
)

−1 0 1

1

Rys. 2. Krzywa przełączania dla pierwiastków symetrycznych rzeczywistych dla|s|= 1
2.

Jėzeli sterowanie minimalnoczasowe zachodzi z przełączeniem, to czas poruszania się punk-
tu po krzywej przełączania w kierunku początku układu jest dany wzorem

tk− t1 =
1
si

ln

(

5−y1y2

4
+sgnsi

√

(5−y1y2

4

)2
−1

)

, (39)

gdziey1y2 jest okréslone przy wzorze (36).
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6.6. Liczba przełączén w układzie oscylacyjnym

Jėzeli pierwiastkis1, s2 wielomianuM(s) (5) (o współczynnikach rzeczywistycha1, a2) nie
są rzeczywiste (są zespolone sprzężone), to liczba przełączeń (k−1) sterowania czasooptymal-
negou(t) (8) w przedzialet0 < t < tk może býc dowolnie du̇za.

Układ równán (30) sprowadza się do jednego równania

W(si)+U(si) = 0, (40)

które – przy wspomnianych wcześniej zalėznósciach pomiędzy chwilami przełączeń (p. 6.1) –
ma dokładnie jedno rozwiązanie nat1 i tk, jeżeli liczba przełączén

k−1=

⌈
√
−∆

πa1
ln
(

1+
(

|y0|e−a1/
√
−∆ arg(ε/y0)−1

)

tgh
πa1

2
√
−∆

)

⌉

, (41)

gdzie argz∈ ]−π ,π ] dla dowolnegoz∈C orazy0 =−a2x0+(−a1/2+ j
√
−∆/2)ẋ0+ ε.

Dla pierwiastków urojonych liczbę przełączeń mȯzna otrzymác z (41) w granicya1 → 0.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono sterowanie minimalnoczasowe układów liniowych stacjonarnych
rzędu 2-go. Wyznaczono wzór na liczbę przełączeń w funkcji warunków początkowych i para-
metrów równania ró̇zniczkowego oraz podano zależnósci analityczne pozwalające na obliczenie
chwil przełączén i czasu kóncowego. Dokonano syntezy regulatora minimalnoczasowegodla
systemów o symetrycznym rozkładzie biegunów oraz systemówoscylacyjnych w przypadku
ogólnym. Rozwȧzaniem objęto zarówno układy stabilne, jak i niestabilne,dla których okréslo-
no obszary sterowalności.

Przedstawiono sterowanie minimalnoczasowe układów liniowych stacjonarnych rzędu 3-go.
Rozwȧzaniem objęto zarówno układy stabilne, jak i niestabilne spełniające warunki symetrii.
Podano wzory na liczbę przełączeń w funkcji warunków początkowych oraz parametru rów-
nania ró̇zniczkowego. Wyznaczono zależnósci analityczne pozwalające na obliczenie chwil
przełączén i czasu kóncowego oraz dokonano syntezy optymalnej funkcji sterującej. Przykła-
dem, gdzie dynamika obiektu może býc modelowana równaniem rzędu 3-go, jest sterowanie
wózkiem suwnicy. Podano propozycję rozwiązania napęduwózka suwnicy i przeprowadzono
obliczenia kinematyczno-dynamiczne wskazujące na możliwość zastosowania sterowania na-
przemiennego.

Zdaniem autora praca uzupełnia wiedzę w badanym obszarze ooryginalne rezultaty ana-
lityczne, z których za najbardziej wartościowe uwȧza on wyniki uzyskane dla oscylacyjnych
układów rzędu 2-go, przede wszystkim jawny wzór na liczbęprzełączén w zalėznósci od warun-
ków początkowych i współczynników równania różniczkowego, konstrukcję optymalnej trajek-
torii stanu oraz układy równań pozwalające na obliczenie chwil przełączeń i horyzontu opty-
malnego. W przypadku układów o symetrycznym rozkładzie biegunów wzory te mają postać
jawną. Co prawda dla układów niesymetrycznych konieczne jest, w ogólnym przypadku, nume-
ryczne rozwiązanie podanego w pracy równania, jest to jednak łatwe, gdẏz równanie to zadane
jest w postaci funkcji wypukłej, która ma dokładnie jedno miejsce zerowe w danym przedziale
(przy załȯzeniu,że sterowanie minimalnoczasowe istnieje). Postać otrzymanych równán umȯz-
liwia łatwe wyznaczenie programów sterowania optymalnego, a tym samym posuwa naprzód
dziedzinę sterowania optymalnego.

A. Ślusarczyk Sterowanie minimalnoczasowe układów liniowych – rezultaty analityczne



Literatura 10

Jako istotne autor uważa równiėz wyniki otrzymane dla układów rzędu 3-go o symetrycz-
nym rozkładzie biegunów, w tym oszacowania liczby przełączén i czasu kóncowego w przy-
padku biegunów urojonych oraz jawne rozwiązania w przypadku sterowania stałego i z jednym
przełączeniem, a także sprowadzenie układu równań przestępnych dla układów rzeczywistych
do równania algebraicznego czwartego stopnia dla dwóch przełączén.

Możliwości analityczne dla układów wyższych rzędów są bardzo ograniczone. Nawet dla
układów rzędu 3-go pojawiają się trudności z wyznaczeniem wzorów ogólnych. Uogólnienia
mogą ísć w kierunkach układów, których transmitancja posiada zera, a tak̇ze układów wielo-
wymiarowych.
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A. Ślusarczyk Sterowanie minimalnoczasowe układów liniowych – rezultaty analityczne



Literatura 11

[21] Grognard F., Sepulchre R.:Computation of time-optimal switchings for linear systemswith com-
plex poles. European Control Conference 2003, Cambridge (September 2003).

[22] Harvey, C.A.:Determining the Switching Criterion for Time-optimal control. J. Math. Anal, and
Appl., Vol. 5, No. 2, 1962, pp. 245–257.

[23] Hejmo W.:Teoria sterowania czasooptymalnego. Warszawa, PWN, 1990.
[24] Hermes H., LaSalle J.P.:Functional Analysis and Time Optimal Control(Mathematics in Science

and Engineering, Vol. 56). New York/London 1969, Academic Press, 1969.
[25] Kaczorek T.:Teoria układów regulacji automatycznej. Warszawa, WN-T, 1977.
[26] Kaczorek T.:Teoria sterowania. tom 2, PWN, Warszawa, 1981.
[27] Kaczorek T.:Teoria sterowania i systemów. Warszawa, WN PWN, 1999.
[28] Kalman R.E.:When is a linear control system optimal?J. Basic Engrg. Trans. ASME, Ser. D,

vol. 86, 1964, pp. 51–60.
[29] Kwakernaak H., Sivan R.:Linear optimal control systems. New York, John Wiley and Sons, 1972.
[30] Leitmann G.:An Introduction to Optimal Control. New York, McGraw-Hill, 1966.
[31] Luenbcrger D.G.:Canonical forms for linear multivariable system. IEEE Trans. Autom. Control,

AC-12, No. 3, June 1967, pp. 290–293.
[32] Malek-Zavarei M.:Time-optimal control of a third-order plant. Kybernetika, Vol. 16, No. 1, 1980,

pp. 71–85.
[33] Markus L., Lee E.B.:Foundations of Optimal Control Theory. New York, Wiley, 1967.
[34] Mitkowski W.: Stabilizacja systemów dynamicznych. Warszawa, WNT, 1991.
[35] Mostowski A.:Elementy algebry wẏzszej. Wyd. 9. Warszawa, PWN, 1977.
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sów optymalnych. Warszawa, MON, 1968.
[40] Potter J., Velde W.V.:On The Existence Of Stabilizing Compensation. IEEE Transactions on Au-

tomatic Control, Vol. 14, No. 1, 1969, pp. 97–98.
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