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1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozprawy jest sterowanie minimalnoczasowktadach liniowych stacjonar-
nych o wymuszeniu skalarnym. Generalnie praca dotyczpwtaria w petli otwartej, aczkol-
wiek zawiera te pewne wyniki dla petli zamknigte;.

Optymalizacja proceséw sterowania od dawna byta prze@midtada i wciaz pozostaje
tematem aktualnym. Pomimo ekspansji metod numerycznyoligaania analityczne zawsze
beda posiadawartdst naukowa.

Przedstawiona w pracy analiza opiera sie 0 zasade maksPautriagina, z ktorej wynika,
ze jezeli sterowanie minimalnoczasowe istnieje, to musi byio typu przekaznikowego, a wiec
synteza tego sterowania sprowadza sie do wyznaczeniafedo w chwili poczatkowej, chwil
przetaczé i czasu kacowego (horyzontu).

2. Celi zakres pracy

Zasadniczym celem pracy byto uzyskanieziiwie petnego rozwiazania analitycznego roz-
wazanego zagadnienia w postaci jawnej oraz wypetnienie lidzanej z brakiem rezultatéw
analitycznych w zakresie wyznaczania chwil przetacgerowania minimalnoczasowego.

3. Struktura rozprawy

Rozprawa skfada sie z 4 zasadniczych rozdziatow, 2 dodaitkd/kazu literatury.

W rozdziale 1 sformutowano problem sterowania minimalascavego dla uktadow linio-
wych stacjonarnych w przypadku ogdélnym, opisanych réoweaniczniczkowymn-tego rze-
du. Pokazano istote klasycznej metody wyznaczania stm@awminimalnoczasowego, ktora
prowadzi do uktadu réwraprzestepnych na niewiadome chwile przelficzezas kacowy,

a takze uzyskano pewne zaleosci miedzy stanami w chwilach przetaéze

W rozdziale 2 przeprowadzono szczegotowa analize sar@minimalnoczasowego ukita-
dow rzedu 2-go, wykorzystujac wyniki rozdziatu 1, ktéregdlniono na przypadki biegunow
podwadjnych i zerowych. Oszacowano obszary sterovglindla uktadoéw niestabilnych rzedu
2-go. Uzyskano rezultaty analityczne dotyczace liczlaefaczé w oscylacyjnych systemach
liniowych rzedu 2-go. Liczba przetagzeostata wyznaczona dla dowolnych warunkéw poczat-
kowych oraz parametréw réwnaniazriczkowego. Uzyskane zaledsci analityczne pozwalaja
na obliczenie czaséw przetagesterowania minimalnoczasowego.

W rozdziale 3 przedstawiono synteze sterowania minincasowego dla uktadow linio-
wych rzedu 3-go opisanych réwnanienzniczkowym nie zawierajacym pochodnej rzedu 2-go.
Osobno przeanalizowano przypadki biegunéw zespolonytinmwrzypadek dwdch biegunéw
urojonych, oraz biegundw rzeczywistych.

W rozdziale 4 zaproponowano koncepcje napedu wozka syvanaz — korzystajac z przy-
ktadu rozwiazanego w rozdziale 3 — przeprowadzono wstegpralize ukfadu pod wzgledem
mozliwosci zastosowania sterowania minimalnoczasowego.

W Dodatku A pokazano zastosowanie zasady maksimum do pnobi@nimalnoczasowe-
go dla uktadéw liniowych stacjonarnych opisanych w przypuadg6inym réwnaniem icz-
kowym n-tego rzedu.

W dodatku B pokazano pewne wiagebrozwiazania réwnania e@iczkowego liniowego
n-tego rzedu o statych wspoétczynnikach z przekaznikawek€ja wymuszajaca oraz przedsta-
wiono alternatywna droge do wynikow rozdziatu 1 w opamiteorie wielomianéw symetrycz-
nych podstawowych.
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4. Sformutowanie problemu

Rozwaany bedzie uktad dynamiczny, o jednym &@&ji, opisany réwnaniem-tego rzedu

dx  d"Ix dx
F-I'alW-F'“*‘anfla-i-anX:U, Q)
gdzieay, ..., a, sa statymi wspotczynnikami rzeczywistymi.

Stan obiektu opisanego rownanief) (v dowolnej chwilit jest okr&lony wart&ciami sy-
gnatu bedacego rozwiazaniem tego réwnania i jego payaid x(t), x(t), ..., x("(t).
Zadaniem sterowaniajest przeprowadzenie obiektu ze stanu poczatkowego Wictyw O:

X(O) - XO? X(l)(o) = Xél,) ceey X(n_l)(O) = Xén_l) (2)
do zerowego stanu Im:owego:
X(tk> - 07 X(l)(tk) = O, ceey X(n_l)(tk> =0 (3)

w pewnym skéiczonym czasig < +oo.

Problem sterowania minimalnoczasowego obiektem opisarimmaniem {) polega na
znalezieniu takiego sterowaninrialezacego do obszaru sterofMd, ktére minimalizuje czas
przegcia z danego stanu poczatkowegpdo zadanego stanu Roowego B).

Dalej zat@ono obszar sterovladopuszczalnych

U = {ue PC([0,+[,R): |u(t)| <1}, (4)
gdziePC([0, +=[, R) oznacza przestragunkciji przedziatami ciaglych: [0, +oo[— R.
Jezeli pierwiastkis,, s, . . ., Sy wielomianu charakterystycznego
M(s) ="+ 238" + - +an-15+an = (S—51)(S— %) -+ (S~ %) (5)

maja niedodatnie cagi rzeczywiste, to istnieje sterowanie czasooptymalaegpowadzajace
uktad do poczatku uktadu wspotrzednych zéago stanu poczatkowego w przestrzehi

W dalszej czgci tego punktu zaktada sige wspoétczynniki réwnanialf oraz wart&ci
poczatkowe?) (nie wszystkie réwne zero) sa takis sterowanie czasooptymalne istnieje.

W przedziale 0< t < ty istnieje doktadnie jedno sterowanie czasooptymalftei spetnia
zasade maksimum Pontriagina. Funkaef przyjmuje — prawie wszedzie — wa#o na brzegu
oU = {—1,+1} obszaru sterowaU (4), jest przedziatami stata i nzoa ja zapisaw postaci
u(t) = sgny(t), gdziey(t) jest pewnym nietrywialnym rozwiazaniem réwnania jedrurego

dnw dn_ll.U dw

atn —a dtn-1 +"'+<_1)nilan—1a+(_l)nanw:0- (6)

Rozwiazanig(t) réwnania jednorodnegé) moze mi€ w przedziale O< t < tx co najwy-
zej skarczona liczbe miejsc zerowych, w ktérych zmienia ono ziNikch

P={0<t<te gOt)=-- =g Vt)=0, gM(t) £0, 1 € Ny}, 7)

gdzieN, oznacza zbiér liczb nieparzystyciWtedy zbiérP jest zbiorem wszystkich chwi,
w ktérych sterowani@(t) zmienia znak, tju(tj )u(tj") < 0dlaj = 1,...,#P (# — moc zbioru).

1 Oczywiscie warunek zbioru nie nze zosta spetniony, jeeli| nie spetnia nieréwrci 1< |1 < n.
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Niech umownym zatpeniem bedzie prawostronna ciagtdunkcji sterujacej. Sterowanie
czasooptymalne, gdy zbiér chwil przetacze (7) jest k—1)-elementowy, ma posta

u(t) = e(1(t) = 21(t —tg) + -+ (—1)* 121t —te_1) + (— D)Lt —t)), (8)

gdziel oznacza funkcje Heaviside'a(t) =1 dlat > 0i1(t) =0dlat <O0,t;,...,tx 1€ Psa
uporzadkowanymi chwilami przetadze

O<ty < <ty <ty < +oo, (9)

a& = u(0) to poczatkowy znak sterowania rowny 1 bad¥.

Liczba przetacze (k—1) zaley zaréwno od wsp6tczynnikéw réwnanid)( jak i od stanu
poczatkowegoZ). Jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystyogads) sa rzeczy-
wiste, to zbiér chwil przetacze(7) jest co najwyej (h— 1)-elementowy, czylk < n. W prze-
ciwnym przypadku — liczba przetagzenaze byc dowolnie dza.

Z zatazenia ustalony stan poczatkow3) (est dowolny, wiec wyznaczenie znaku= +1
jest w istocie zagadnieniem syntezy regulatora optymalseg U(xo,xél,). .. ,xé”_l)), w ktérym
funkcjau(x, xY. ., x("-1)) zapewnia realizacje sterowania optymalnego w uktadziekzéetym.
W kazdej chwilit wartost sterowaniai(t) = G(x(t),xU(t),...,x"Lt)).

5. Rozwiazanie problemu

Funkcja stanx(t) spetniajaca rownanid) przy warunkach poczatkowycB)(i sterowaniu
(8) jest oczywscie funkcja ciagta wraz z pochodnymi do rzgaul. Transformata Laplace’a
funkcji x(t)1(t) ma posta

X(s) = % (10)

gdzie’:
Ufs) = 5 (126 %4 (-1 T Skt (- 1)ke %), (11)
W(s) = (" Tt s 24+ ap_1)Xo+ -+ (s+ a2 +x" Y, (12)

przy czymU (s) jest transformata funkcjiB) aM(s) jest wielomianem charakterystycznyf) (
Niech wielomianM(s) (5) man réznych niezerowych pierwiastkéw (rzeczywistych badz
zespolonych sprzpnych), tj.M’(s) # 0 dlai = 1,...,n orazM(0) # 0.
Zgodnie ze wzoreml1() transformata odwrotna funkck (s) jest

A sW(s>1(t>+V(t,s)est+V(t,0)

KOHO=2 7 Swits) M(0)’ )

gdzie
V(t,s) = e((t) —2e SUL(t —tg) + -+ (—1) 126 Sk 11 (t —_q) + (—1)*e KAt —ty)).
Dla czasowt > ty ze wzoru (L3) otrzymuje sie
= W(s)+U(s)
Xt) =Y —2t et 14
(t) i; MTS) (14)

gdzieU(s) = v(tk,s)/s jest wart&cia funkcji (L1) dlas=s.
Z warunkux(t) = 0 dlat > t, zastosowanego do wzori4) dostaje sie uktad rownah

W(s)+U(s)=0 (15)
dlai =1,...,nna niewiadome chwile przetaaqzg (j = 1,...,k—1) i czas kéicowyty.

2 PrzytymU (0) = €(2ty — - — (—1)* 12t 1 — (—1)4%).
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6. Sterowanie minimalnoczasowe uktadow rzed@-go

6.1. Zaleznosci miedzy chwilami przetaczé

Rozwiazaniem réwnani&) jest

S+ Yo - +511I/0 + o oS2(t—t0)

) A>0,
S—S1 S1—
Y(t) = q (Yo+ (s¢o+ o) (t—to)) e 37, | A=0, (16)
e res(t-to) ((,Uocos(ims(t —to)) + %sin(ims(t —to))), A <0,

gdzieA = (s, — )2 = aF — 4ap, a o = Y(to) i Yo = P(to) nie sa znane Yo| + |Po| # 0).
Niech
21T

ims|
okresla okres drga, traktowany jako podwojony odstep pomiedzy kolejnynigéjscami zero-
wymi funkcji g(t) (16). Jezeliims — 0, to T — +o0. Ze wzoru (L6) tatwo wykaz&, ze jezel
A>0,t0T = +o i zbidr (7) jest co najwyej jednoelementowyk(< 2), a jezeli A < 0, to
3T = 2m/y/—A i zbior (7) moze zawiera dowolna skaczona liczbg—1 elementow spetnia-
jacychk dodatkowych zatencsci:

(17)

h—to<3T, h—ti= =t 1-to=3T, t—t1<3iT. (18)

JezeliA > 0, to wz6r na szukana funkcigt) (8) zawiera — nie liczae — co najwyej dwie
niewiadomd; i tx (k < 2), ktdre spetniaja nieréwisai (9), czyli:

O<ty—tg, k>1, (29
O<t—t_q. (20)
Jezeli A < 0, to kolejne chwile przetachdy, ...,t_1 (k < +) réznia sie o stata warfg

%T (18) i znajac dowolna z nich, na przyktagd pozostate mena oblicz¢ z zalendsci
th=ti+(n—1)3T, n=2,...k-1 (21)
Tak wyliczone chwildy, ... ,tx_1 orazt;i czasty spetniaja nierowngci (9) i (18), stad:

O<ti—to<3T, k>1, (22)
0<ty—t1< 3T (23)

Po wyznaczenity_4 z (21) i podstawieniu do nieréwrszi (23) mozna ja zastagiprzez

(k—2)3T <ty —t; < (k—1)3T. (24)

6.2. Redukcja problemu do uktadu réwnan z 2 niewiadomymi

W punkcie6.1 synteza funkcju(t) (8) zostata sprowadzona do wyznaczenia znakuaz
czasuy i chwili przetaczenid; (k > 1), spetniajacych nierowrsai (19) i (20) (A > 0) lub (22)
i (24) (A < 0). Dalsze chwile przetachdy, ...,tx_1 (A < 0) tworza ciag arytmetyczny i moga
by¢c wyznaczone z zakmdsci (21) (k > 2).
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Jezeli parametnya; i ap rbwnania () sa rzeczywiste, to

U(s) = S (1-2A7 y(s)e +(-1)ke ), (25)
gdzie®
1— (_l>ne—nsT/2
An(s) =1  L1+esT2
n, T=+00ves/2=_1

T AesST2ZL g

W szczegbIngciAl(s) = 0i Al (s) = 1. Dlak < 2 wzér 25) wynika wprost ze wzorul(l), a dla
k > 3 —z podstawieniaXl) do wzoru (L1) i zsumowania ciagu geometrycznego

k—1 ) k-1 .
22 (_1)] efstj — _ZefStl Z (_ efST/Z) -1 — —2A171(S) efst]_ )

= =

Po podstawieniul(7) i s= s we wzorach 25)—(26) mozna otrzyma wzort

£(1-2n e S (—1)ke k), §£0,

U(s)=4S (27)
£(2A1t1 — (—1)ktk), s =0,
gdzie
e(kfl)nal/\/*_ﬂ_l
, |a1]A <0,
Ac1=Ac1(s) = gy /V—B _q (28)
k— 1, |a-1|A P 07

przy czym wzér 8) —z (26), po podstawienigs = s i wyrazenius przez wspotczynnika i A.
StataAc_1 zalezy od parametréva; i a; réwnania (1) oraz jest funkcja liczby przetacae
(k—1), a tym samym funkcja stanu poczatkowegp WV szczegolnsci, dla pierwiastkdéw uro-
jonychAy 1 = k—1 oraz — podobnie — dla pierwiastkow rzeczywistygh=0i A; = 1.
W uktadzie rowna (15), gdzieU (s)) jest dane wzoren®?(/), sa jz tylko dwie niewiadome:
pierwsza chwila przetaczaniai czas kaxcowyty, —w szczegolnsci jedna niewiadomg (gdy
k=1). Jeelik > 2 (wtedyA < 0), pozostate chwile, . ..,t,_1 wyznacza sie z zakadsci (21).

6.3. Uogolnienie na przypadki biegunow podwajnych i zerowgh

Rozwiazaniex(t) rownania r@niczkowego {) przy ustalonych warunkach poczatkowych
(2) wyraza sie odmiennymi wzorami w zaleasci od krotn&ci i zerowdci pierwiastkows
wielomianuM(s) (5). Niemniej jednak, wystarczy wyznaazyozwiazanie dla pierwiastkow
r6znych i niezerowych, a pozostate przypadkizna otrzyma w granicy wedtug diagramu

0£SI#9#0 25 s1=5#0

SZ-)OJ/ lslao

S1#F99=0 — 55=5=0.
$1—0

8 Z uwagi na definicje parametfli (17), warunkiT < 4o i €72 £ —1 sa réwnowane odpowiednio wa-
runkomims #0 (. A< 0) i S7éj(2m+ 1)|ms m=0,4+1 42, .... Dla pierwiastkows; i s, rzeczywistych (;.
T = +) mozna przyj& A =(s) = CU —ndlan=0,1.

4 Po skorzystaniu z réwrazi e~ 3%/2 =g 7/lims| — g-imsgnims g-mres /ims| — _ g-7rres/fimsi|
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Jezelis; #1515 #0 (tj. A# Qi ap #0), to zachodzi wzérl(3) (dlan=2). Jeelis; = s,
lub s15 = 0 (tj. A = 0 lub ap = 0), to x(t) mozna otrzyma z tego wzoru przez odpowiednie
przegcie graniczne. Dla czas@we ty otrzymuje sie

S W(s)+U(S) st A£0

X(t) = S s O | (29)
) 1 g (W(S)-l-U(S))’ diest A—0
ds/ s=5 ’ -

=
gdzieW(s) i U(s) sa dane wzoramil@) i (25), aU (s)) —wzorem 7).
Dla kazdegat > tx stan obiektw(t) = 0. Stad i ze wzoruq9) otrzymuje sie dwa réwnania

(W(s)+U(s))’S:, i=12 A0,
0=1 4 ) (30)
@(W(S)—i—U(S))’S:S, i=12 A=0.

6.4. Obszary sterowaln&ci dla uktadoéw niestabilnych

W pracy wyznaczono kilka warunkéw koniecznych istnieniaw@mzania uktadu rowrnfa
(30) w przypadku biegunow rzeczywistych. Przedstawione widenia ilustruja tylko najprost-
sze warunki konieczne, tj. nieréwsa jakie musi spetni@awybrana kombinacja liniowa wa-
runkéw poczatkowych, n |—SpX0 + Xo| < 1, gdys; > 0. Mozna dowié&t nastepujace

Twierdzenie 1. Jezeli oba pierwiastki g s, wielomianu(5) sa dodatnie, to nieréwnosci

| —S152%0 + Sm¥o| < 1, (31)
|sm¥o| < 2smsp” st (33)

sa warunkiem koniecznym istnienia rozwiazania uktadun@n (30), przy czym dlas= s,
nierownos433) ma postadsyxo| < 2e~! (jest zachowana w granicy s-s; — 0). Zbior par
(X0, %0) spetniajacych nierownos¢81)—(33) tworzy szesciokat na ptaszczyzoxgxo. [

NiechA = —s1SX0, B = suXo i N = swn/Su. Interpretacje graficzna twierdzeriia- dla tak
przeskalowanych warunkéw poczatkowych — przedstawiamgk.

(o8]

Rys. 1. Interpretacja geometryczna twierdzehdan = %

nTE, 0<n<i,

|A+B| <1, |A<1, \B\<ZB,7,B,7:{_1
e, n=1
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6.5. Uklad symetryczny o biegunach rzeczywistych

Niechs = +s, gdzies € R\ {0}. W przypadku uktadéw o biegunach rzeczywistych rozto-
zonych symetrycznie naiwe jest padanie rozwianeanalitycznych w postaci jawnej.

Obszar sterowalrszi i funkcja regulatora optymalnego w uktadzie zamkmnigty

D= {(Xx,X): s/sx+x| <1} (34)
oraz
Gi(x X) = sgn((sx— x) |sX+X| — 2x), | (sx— >:<) |SX-+ >:(| £ 2X, (35)
— SgN(SX+X) = SgMX = —SgnX,  (SXx— X)|Sx+X| = 2x.

Chwila przetaczenit i horyzont optymalnyy

e 3— (—1)ly1y2 +sgnsy/(1—y1y2) (9 — y1y2)
j

T s (83— (=1)1) (es(s¥+%0) +1)
dla j = 1,k gdzieyiy, = S%(s?%3 — X3 + 2eX0) + 1 i € = (i(X0, X0).
Sterowanie minimalnoczasowe zachodzi bez przefagke- 1), jezeli € = sgnxg i stan
poczatkowy ) spetnia zalenadsci:

(36)

(S¥%+%0)(—SX +X0) = 2[%o|, —Xo/%0 > [s], (37)

przy tym ||s|xo + %o| < 1/[s].
Stad krzywa przetaczania sktada sie z dwoch ramion higddrys.2) o rownaniach

() () = @

dlae = 41 przy ograniczeniux < O.

X
~ is
~ -~
S g -7
~ 1 -~ 7
~~_|0g) g
SS N 7
e=-1 //f\\ s
- ~
~ a
g RN /*57«\'74
- L / \\ X
e 1f - N
- / ~
: (30
N - N 27 ‘
o —=C t
(307 T .
L ~ P ~
S e / ~
~ / //
e / -
~ 7/ -~
F TN« -
// ~ //
< AN e=+1
70— _
- [T ~
p s ~<
e -7 S
// ~

Rys. 2. Krzywa przetaczania dla pierwiastkdw symetrycingzeczywistych dlas| = %

Jezeli sterowanie minimalnoczasowe zachodzi z przetaerenio czas poruszania sie punk-
tu po krzywej przetaczania w kierunku poczatku uktadu gy wzorem

PSR T e (1 7 \/ 5—y1y2\2
ty tl_sln< ) + sgns ( 4 ) 1), (39)

gdziey,y, jest okréslone przy wzorze36).
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6.6. Liczba przetaczé w ukladzie oscylacyjnym

Jezeli pierwiastkis;, s, wielomianuM(s) (5) (o0 wspétczynnikach rzeczywistyah, ap) nie
sa rzeczywiste (sa zespolone spage), to liczba przetacagk—1) sterowania czasooptymal-
negou(t) (8) w przedzialgp < t < tx moze byt dowolnie daza.

Uktad rownan (30) sprowadza sie do jednego réwnania

W(s)+U(s) =0, (40)

ktére — przy wspomnianych wcgeiej zalendsciach pomiedzy chwilami przetadzép. 6.1) —
ma doktadnie jedno rozwiazanie ha ty, jezeli liczba przetacze

v —A A may
k—1=|——In(1+ a/v-Barge/vo) _1)tgh W 41
’V Ty n ( (|YO| € ) g 2 /—A > s ( )

gdzie arg € |— m, 1] dla dowolnega € C orazyp = —apXo + (—a1/2+jv —A/2)Xo + €.
Dla pierwiastkéw urojonych liczbe przetadeenazna otrzyma z (41) w granicya; — O.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono sterowanie minimalnoczasowe ukalddowych stacjonarnych
rzedu 2-go. Wyznaczono wzér na liczbe przetdicaefunkcji warunkéw poczatkowych i para-
metréw réwnania réniczkowego oraz podano zalesci analityczne pozwalajace na obliczenie
chwil przetaczé i czasu kécowego. Dokonano syntezy regulatora minimalnoczasowlégo
systeméw o symetrycznym rozktadzie biegunéw oraz systewsmylacyjnych w przypadku
ogo6lnym. Rozwaaniem objeto zaréwno uktady stabilne, jak i niestabitlia ktérych okrélo-
no obszary sterowal$ai.

Przedstawiono sterowanie minimalnoczasowe uktadéwdipah stacjonarnych rzedu 3-go.
Rozwaaniem objeto zaréwno uktady stabilne, jak i niestabilpetsiajace warunki symetrii.
Podano wzory na liczbe przetacee funkcji warunkéw poczatkowych oraz parametru row-
nania r@niczkowego. Wyznaczono zaledssci analityczne pozwalajace na obliczenie chwil
przetaczé i czasu kécowego oraz dokonano syntezy optymalnej funkcji steejjaPrzykta-
dem, gdzie dynamika obiektu rae byc modelowana réwnaniem rzedu 3-go, jest sterowanie
woOzkiem suwnicy. Podano propozycje rozwiazania napgdeka suwnicy i przeprowadzono
obliczenia kinematyczno-dynamiczne wskazujace naliwost zastosowania sterowania na-
przemiennego.

Zdaniem autora praca uzupetnia wiedze w badanym obszaprgginalne rezultaty ana-
lityczne, z ktérych za najbardziej wadciowe uwaa on wyniki uzyskane dla oscylacyjnych
uktadéw rzedu 2-go, przede wszystkim jawny wzér na liqatzetaczé w zalenosci od warun-
koéw poczatkowych i wspoétczynnikéw réwnaniazriiczkowego, konstrukcje optymalnej trajek-
torii stanu oraz ukfady rowrmapozwalajace na obliczenie chwil przetacaehoryzontu opty-
malnego. W przypadku uktadéw o symetrycznym rozktadzigloeéw wzory te maja posta
jawna. Co prawda dla uktadoéw niesymetrycznych koniecesg yv ogolnym przypadku, nume-
ryczne rozwiazanie podanego w pracy réwnania, jest togkdamtwe, gdy rownanie to zadane
jest w postaci funkcji wypuktej, ktéra ma doktadnie jednceface zerowe w danym przedziale
(przy zataeniu,ze sterowanie minimalnoczasowe istnieje). Postazymanych réwnaumaz-
liwia tatwe wyznaczenie programoOw sterowania optymalnegtym samym posuwa naprzod
dziedzine sterowania optymalnego.
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Jako istotne autor uwa réwnig wyniki otrzymane dla uktadéw rzedu 3-go o symetrycz-
nym rozktadzie biegunéw, w tym oszacowania liczby prze¢ad czasu kéicowego w przy-
padku biegunéw urojonych oraz jawne rozwiazania w przipaderowania statego i z jednym
przetaczeniem, a talke sprowadzenie uktadu rowmarzestepnych dla uktadéw rzeczywistych
do rownania algebraicznego czwartego stopnia dla dwoatgunze.

Mozliwosci analityczne dla uktadéw viegzych rzedéw sa bardzo ograniczone. Nawet dla
uktadéw rzedu 3-go pojawiaja sie trudw z wyznaczeniem wzordéw ogolnych. Uogdlnienia
moga & w kierunkach uktadéw, ktérych transmitancja posiada,zarake uktadéw wielo-
wymiarowych.
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