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Numeryczne algorytmy tomografii rezystancji siatek rezystorow

1. Wprowadzenie i cel pracy

W dysertacji analizowany jest problem tomografii rezystancji siatek rezystorow
[3][5]. Jest to problem dyskretny, w ktorym na podstawie pomiaréw elektrycznych na
brzegu uktadu sktadajacego si¢ ze skonczonej liczby elementéw okreslane sa wartosci
konduktancji (badz rezystancji) tych elementéw. Problem ten ma potencjalne
zastosowania w dziedzinie tomografii o$rodkow ciaglych. W zastosowaniach tych
wyznaczane sa wlasciwosci fizyczne o$rodka ciaglego przez zamodelowanie go
odpowiednio gestym uktadem dyskretnym. Realizacja taka jest mozliwa pod
warunkiem opracowania efektywnych technik tomografii rezystancyjnej uktadow
dyskretnych sktadajacych si¢ z wystarczajaco duzej liczby elementow.

Rozwazany problem moze mie¢ rowniez praktyczne zastosowania w sytuacjach,
gdy siatka elementow rezystancyjnych jest wykorzystywana do wyznaczenia rozktadu
cigzaru, temperatury lub innych parametrow fizycznych danej powierzchni. W tych
zastosowaniach tworzy si¢ siatke rezystorow o znanym rozmiarze i strukturze potaczen.
Elementy taczace wezly siatki wykonane sa z tzw. ,,inteligentnych” materiatow, czyli
takich, ktorych wiasciwosci elektryczne zaleza od innych parametrow fizycznych.
Parametrami tymi moga by¢ m.in. temperatura elementu lub nacisk na jego
powierzchni¢. W sytuacji, gdy znana jest zalezno$¢ konduktancji od zmiany
interesujacej nas wielkosci fizycznej (np. temperatury) mozna zbudowac uklad
pozwalajacy na monitoring zmian rozktadu tego parametru fizycznego na powierzchni
uktadu. Mozliwe jest wowczas wykorzystanie metod tomografii siatek rezystoréw do
stworzenia obrazu rozktadu danego parametru fizycznego i obserwowanie jego zmian
W czasie rzeczywistym.

Autor postanowil zbada¢, czy mozliwe jest wykorzystanie algorytmow
rekonstrukcji konduktancji siatek rezystor6w w sytuacjach praktycznych oraz
w tomografii osrodkow ciaglych z satysfakcjonujaca doktadnoscia. Na podstawie badan
wykonanych podczas przygotowania niniejszej dysertacji autor sformutowat ponizsza
teze:

Mozliwe jest takie sformulowanie postawionego w pracy problemu, ktore
pozwala na realizacj¢ algorytmoéw rekonstrukcji bazujacych na metodach
optymalizacyjnych poszukiwania ekstremum funkcji wielu zmiennych. Istniejace
algorytmy rekonstrukcji konduktancji elementéow skonczonych siatek rezystorow
na podstawie pomiarow brzegowych cechuje ograniczenie dotyczace rozmiarow
siatek mozliwych do rekonstrukcji. Mozliwe jest ulepszenie istniejacych
algorytmow rekonstrukcji w taki sposob, aby pozwalaly na rekonstrukcje¢ ukladow
skladajacych si¢ z wigkszej liczby elementow oraz byly bardziej odporne

na wystepowanie niedokladnos$ci pomiarow.
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2. Rekonstrukcja konduktancji na podstawie pomiarow
brzegowych

Siatke rezystor6w mozna zdefiniowa¢ jako obwod elektryczny, w ktorym
elementy rezystancyjne tacza sasiednie wezly kratownicy. W pracy rozwazany jest
przypadek, gdy wezly siatki wypehiaja kratownice o ksztalcie prostokata. Zatozono,
ze kazdy wezet wewnetrzny jest polaczony z czterema weztami sasiednimi za pomoca
elementu o zadanej konduktancji, ktora jest skonczona i dodatnia, podczas gdy kazdy
wezel brzegowy jest polaczony z tylko jednym weztem wewngtrznym. Obrazuje to
przyktad przedstawiony na rys. 2.1.
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Rys. 2.1. Siatka rezystoré6w o wymiarach Nyx/V,=8x5 wezlow.

Ksztatt siatki rezystorow przedstawiony na rys. 2.1 nie jest ograniczeniem.
W rozwazanym przypadku wezty brzegowe nie sa potaczone ze soba. Jezeli przyjacé
zatozenie odwrotne, tzn. siatka zawiera potaczenia o niezerowej konduktancji pomigdzy
wezlami brzegowymi, mozna wtedy dotaczy¢ do wszystkich weziow brzegowych
dodatkowe konduktancje o ustalonej wartosci. Wtedy siatka uzyska omawiany ksztatt,
a liczby wierszy 1 kolumn zwigksza si¢ o 2.

Postawiony w niniejszej pracy problem odwrotny polega na wyznaczeniu
wartosci  konduktancji wszystkich elementéw prostokatnej siatki rezystancyjnej
na podstawie pomiarow brzegowych. Zaktada sig, ze istnieje fizyczny dostep jedynie
do weztow nalezacych do brzegu siatki. Mozna sobie wyobrazi¢ dwie metody
uzyskania informacji na temat konduktancji elementow siatki rezystancyjne;.
W pierwszej wersji, wymuszeniem jest wektor potencjatow weztow brzegowych.
Odpowiedzia uktadu na to wymuszenie jest wektor pradow w elementach brzegowych.

W drugiej wersji mamy do czynienia z sytuacja odwrotna. Wektor potencjalow
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w wezlach brzegowych jest odpowiedzia ukladu na wymuszenie w postaci wektora

pradéw w elementach brzegowych.

3. Algorytmy rekonstrukcji konduktancji

W pracy zaproponowano, zaimplementowano 1 przetestowano szereg
algorytmoéw rekonstrukcji konduktancji, bazujacych zaréwno na optymalizacyjnych
metodach poszukiwania minimum funkcji wielu zmiennych, z odpowiednio
zdefiniowana funkcja celu, jak rowniez na algorytmie analitycznym zaproponowanym

przez Curtisa i Morrowa [3].
3.1. Wilasciwosci funkcji celu

W przypadku algorytmoéw bazujacych na metodach optymalizacyjnych nalezy
sformutowac problem rekonstrukcji konduktancji jako problem poszukiwania minimum
globalnego funkcji wielu zmiennych. W tym celu nalezy zdefiniowa¢ funkcje celu,
ktorej zmiennymi sa wartosci konduktancji wszystkich elementow siatki, a jej minimum
globalne odpowiada rozwiazaniu problemu rekonstrukcji. Nastgpnie, stosujac wybrana
metod¢ optymalizacyjna, znalez¢ wektor konduktancji elementow siatki dla ktérego
funkcja celu przyjmuje warto$¢ minimalna.

Funkcje celu zdefiniowano w oparciu o odwzorowanie Neumann-Dirichlet, czyli
odpowiedz uktadu w postaci wektora potencjatow weztow brzegowych na wymuszenie
w postaci wektora pradow w elementach brzegowych. W kazdej serii pomiarow
zaktadamy, ze wymuszamy odpowiednie prady w elementach brzegowych (dane
wejsciowe — zestaw Neumanna) i dokonujemy pomiaru napi¢¢ pomi¢dzy wezlami
brzegowymi (dane wyjsciowe — zestaw Dirichleta).

Funkcje celu zdefiniowano w nastgpujacy sposob:

[ N,-1

Z z (Vorgs’[ _ VteSts,z)Z
S(G)=" 3.1)

2 2y

s=1 =l

gdzie G =[Gy, Gy, ..., Gy.] jest wektorem konduktancji elementow siatki, N. jest liczba
elementow siatki, / jest liczba zestawéw pomiarowych, N, jest liczba weztow
brzegowych, Ny—1 jest rozmiarem wektora potencjatdéw brzegowych, V%, oznacza
zmierzong warto$§¢ potencjalu wezta ¢+ w s-tym zestawie pomiardw oryginalne;j,
nieznanej siatki (rekonstruowanej), a V", jest obliczona wartoécia potencjatu wezta ¢
w s-tym zestawie pomiardéw testowej siatki rezystancyjnej (dopasowywanej) opisanej
wektorem konduktancji G.

Do obliczenia wartosci funkcji celu dla wybranej siatki dopasowywanej uzyto
[=N+N,—4 zestawoéw pomiarowych, gdzie N; i N, sa odpowiednio liczbami kolumn

1 wierszy siatki. W kazdym zestawie pomiarowym tylko dwa elementy wektora



Numeryczne algorytmy tomografii rezystancji siatek rezystorow

wymuszen pradowych maja niezerowe wartosci. Zadany prad (przyktadowo J=1) jest
wstrzykiwany do wybranego wezta brzegowego 1 pobierany z wezla lezacego
symetrycznie po przeciwnej stronie siatki. W nastgpnym kroku zrédto pradowe
z gbrnego wiersza przesuwane jest o jedna pozycj¢ w prawo, a zrodlo w dolnym
wierszu o jedna pozycje w lewo — symetrycznie wzgledem Srodka siatki. Po osiagnigciu
ostatniego wezta w gérnym 1 dolnym wierszu (krok N;—2), w kolejnym kroku nalezy
przesuna¢ zrodta do gérnego wezta skrajnej prawej kolumny i dolnego wezta skrajnej
lewej kolumny. Ostatecznie, po osiagni¢ciu dolnego wezta prawej kolumny 1 gbérnego
wiersza lewej kolumny (ostatni krok) obliczenie wartosci funkcji celu jest zakonczone.

Gdy siatka dopasowywana jest taka sama jak siatka rekonstruowana, funkcja
celu (3.1) przyjmuje zerowa warto$¢. Gdy siatka dopasowywana rézni si¢ od siatki
rekonstruowanej, r6znia si¢ rowniez wektory potencjalow brzegowych porownywanych
siatek, bedace odpowiedziami na ten sam wektor pradow brzegowych. Funkcja celu
przyjmuje wigc warto$¢ dodatnia.

Taka definicja funkcji celu pozwala na miarodajna oceng kazdej analizowane;j
siatki. Ponadto, problem rekonstrukcji konduktancji siatki mozna sformutowac jako
problem znalezienia minimum funkcji wielu zmiennych f.

Aby okresli¢ pewne charakterystyczne wiasciwosci funkcji celu wygenerowano
wykresy przedstawiajace zalezno$¢ wartosci funkcji celu od dwodch wybranych
konduktancji siatki. Warto$¢ funkcji celu jest obliczana dla siatek, w ktérych wszystkie
konduktancje poza dwiema wybranymi do analizy maja warto$ci rowne warto§ciom
konduktancji rekonstruowanej siatki, a wybrane dwa parametry sa zmieniane w catym
zakresie wybranego przedziatu z zadana rozdzielczoscia. Punkt srodkowy plaszczyzny
X-Y odpowiada sytuacji, gdy wartosci wybranych konduktancji sa rowne warto§ciom
dla rekonstruowanej siatki. W punkcie tym funkcja celu przyjmuje warto$¢ zero.
W pozostaltych punktach funkcja celu przyjmuje warto$ci dodatnie. Przyktadowe

wykresy przedstawiono na rys 3.1 1 3.2.
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Rys. 3.1. Warto$¢ funkcji celu w funkcji zmiennych (G1y,G33)
dla siatki o rozmiarze 6x6 wezlow (40 elementow)
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Rys. 3.2. Wartos¢ funkcji celu w funkcji zmiennych (G, G39)
dla siatki o rozmiarze 6x6 wezléw (40 elementow)

Najwazniejsza obserwacja jest, ze funkcja celu moze by¢ bardzo ptaska
w otoczeniu minimum. Wynika z tego, ze znalezienie w przestrzeni poszukiwan punktu
o bardzo matej wartosci funkcji celu nie oznacza, ze znalezione rozwiazanie jest blisko
oryginatu.

Inng istotng obserwacja jest, ze ksztalt uzyskanych wykresow bardzo mocno
zalezy od wyboru zmiennych, od ktérych uzalezniamy warto$¢ funkcji celu. Niektore
konduktancje siatki maja duzy wplyw na warto$§¢ funkcji celu, podczas gdy
w przypadku innych wptyw ten jest praktycznie niezauwazalny. Mozna zauwazyc¢,
ze wartosci konduktancji lezacych w poblizu brzegu siatki maja duzy wplyw na wartos¢
funkcji celu, podczas gdy wartosci konduktancji lezacych w poblizu $rodka
nie wplywaja na nig znaczaco. Oznacza to, iz poprawnos¢ rekonstrukcji konduktancji
zalezy od polozenia elementow w siatce. Im blizej srodka siatki potozony jest dany
element, tym trudniej jest wyznaczy¢ jego konduktancj¢ z satysfakcjonujaca
doktadnoscia.

Na rys. 3.3 przedstawiono jednowymiarowe przekroje funkcji celu dla

przypadku siatki o rozmiarze 10x10 we¢ztow, tj. wykresy funkcji:
h(A) = A(1 — )G + AG™) (3.2)

gdzie G** jest siatka oryginalna, za§ G** jest rozwigzaniem uzyskanym za pomoca
jednej z metod optymalizacyjnych opisanych w dalszej czgsci autoreferatu.

Dla A = 0 wyrazenie (1 — 1)G® + AG** opisuje siatke rekonstruowana i funkcja
przyjmuje minimum globalne o wartosci 0. Dla A =1 wyrazenie (1 —A)G”®¢ + AG*™
opisuje siatke uzyskana w wyniku zastosowania procedury optymalizacyjnej. Jak wida¢
z zalaczonych wykresow, dla A=1 obserwujemy minimum lokalne funkcji 4,
co oznacza, ze procedura optymalizacyjna prawdopodobnie utkngta w minimum
lokalnym funkcji celu.
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W pierwszym przypadku przedstawionym na rys. 3.3 wartos$¢ funkcji 4 dla siatki
dopasowywanej wynosi (1) =1,873-10"°, przy maksymalnym bledzie rekonstrukcji
wynoszacym 0,63698. W drugim przypadku /(1) =5,173-10", a blad rekonstrukcji
0,36087. Oznacza to, ze funkcja celu moze przyjmowac bardzo niewielkie wartosci dla
siatek dopasowywanych odlegtych od siatki rekonstruowanej, co znacznie utrudnia
proces optymalizacji. Przedstawione powyzej wyniki pokazuja réwniez, ze funkcja celu

moze posiada¢ wiele miniméw lokalnych.
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Rys. 3.3. Przekroje jednowymiarowe funkcji celu

W pracy =zastosowano szereg algorytméw optymalizacji stochastycznej
1 deterministycznej poszukiwania minimum funkcji wielu zmiennych. Sposréd metod
optymalizacji  stochastycznej wybrano metod¢ Monte Carlo [9], algorytm
symulowanego wyzarzania [7] oraz algorytm genetyczny, nalezacy do klasy
algorytmoéw ewolucyjnych [6].

Wybrane algorytmy optymalizacji deterministycznej mozna podzieli¢ na dwie
grupy — takie, ktére uzywaja badz nie uzywaja obliczonych numerycznie lub
analitycznie wartosci pochodnych funkcji celu do poszukiwania jej minimum.
Algorytmem nie korzystajacym z informacji dostarczanych przez pochodne funkcji celu
jest algorytm sympleksowy Neldera-Meada [8]. Sposrod algorytméw korzystajacych
z pochodnych wybrano metode quasi-Newtona [1] =z metoda interpolacji
wielomianowej, metod¢ sekwencyjnego programowania kwadratowego [4] oraz

nieliniowa metod¢ najmniejszych kwadratow [2].
3.2. Idea algorytmu analitycznego

Analityczny algorytm rekonstrukcji konduktancji na podstawie pomiarow
brzegowych zostal zaproponowany przez Edwarda B. Curtisa i Jamesa A. Morrowa.
Algorytm ten dziata w oparciu o spostrzezenie, ze istnieja wspotczynniki a;, ay, ..., ai
takie ze, przy wymuszeniu pradow w wezlach brzegowych j =1; j =¢, dla
m=1,2,..., k; j=0 dla pozostalych weztéw, potencjaty V; wszystkich weztéw lezacych

na i ponizej uko$nej przerywanej linii z rys. 3.4 sa réwne zero [3].
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Rys. 3.4. Zestaw pradow brzegowych wymuszajacych zerowy potencjal we wszystkich wezlach
siatki lezacych na i ponizej uko$nej przerywanej linii.

Na tej podstawie mozna rekonstruowac elementy siatki uko$nymi warstwami,
przy czym w k-tym kroku rekonstruowane jest 2k elementéw znajdujacych si¢
bezposrednio ponad ukosna przerywana linia z rys. 3.4. Po wprowadzeniu niewielkich
modyfikacji algorytm ten mozna stosowac dla siatek nie-kwadratowych, dla ktérych
liczba kolumn siatki jest wigksza od liczby wierszy.

W pracy zostaly zaproponowane modyfikacje oryginalnego algorytmu Curtisa
1 Morrowa. Z testow opisanych w rozdziale 4 wynika, ze algorytm ten dla wigkszych
rozmiarow siatek jest niestabilny numerycznie 1 wrazliwy na niedoktadno$¢ pomiardw,
a to ogranicza znaczaco rozmiar siatek mozliwych do rekonstrukcji.

W kazdym kroku algorytmu rekonstrukcji wykonywana jest duza liczba operacji
arytmetycznych, w ktorych wykorzystywane sa wartosci konduktancji obliczone
we wezesniejszych krokach. Bledy rekonstrukcji, ktore sa stosunkowo niewielkie
w poczatkowych krokach algorytmu (blisko naroznikéw siatki) propaguja si¢ podczas
kolejnych obliczen 1 sa znaczaco powigkszane. Maksymalny btad rekonstrukcji jest
zawsze obserwowany na jednym z elementéw znajdujacych si¢ w poblizu $rodka siatki.
Elementy te sa wyznaczane w ostatnich krokach algorytmu.

W celu poprawy skutecznosSci dzialania algorytmu nalezy dazy¢
do zminimalizowania liczby operacji matematycznych potrzebnych do obliczenia

wybranej konduktancji. Zmniejszenie liczby operacji mozna osiagna¢ dzigki
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uruchomieniu algorytmu z czterech naroznikdéw jednoczesnie. W tej wersji algorytm
jest uruchamiany dla o$miu siatek rownocze$nie — siatki oryginalnej, jej kopii powstate]
poprzez odbicie oryginalnej siatki wzgledem gléwnej przekatnej oraz siatek powstatych
poprzez obrot obu powyzszych o 90, 180 1 270 stopni. Dzigki takiemu usprawnieniu
udato si¢ zmniejszy¢ liczbe krokéw niezbednych do obliczenia konduktancji wybranego
elementu. Pozwolilo to zmniejszy¢ efekt propagacji btedow zaokraglen.

Innym sposobem poprawy algorytmu jest wykorzystanie wszystkich dostepnych
danych do obliczenia wspotczynnikow ay, ay, ..., ax. W oryginalnym rozwiazaniu
wykorzystywanych jest tylko k—1 réwnan dla weztow brzegowych, dla ktérych
w k-tym kroku potencjat ma wynosi¢ zero. W potaczeniu z rownaniem zapewniajacym
spetnienie pradowego prawa Kirchhoffa (suma wspotczynnikéw aj, oy, ..., ax wWynosi
jeden), powstaje uktad k rownan liniowych, na podstawie ktoérego obliczane sa wartosci
ai, 0, ..., 0. W zmodyfikowanej wersji algorytmu zapisany zostaje uktad rownan
lintowych wszystkich weztow brzegowych lezacych ponizej uko$nej, przerywane;j linii.
W ten sposob powstaje nadokreslony uktad rownan, a wspotczynniki ay, ay, ..., ox
zostaja wyznaczone jako rozwiazanie odpowiedniego problemu minimalizacyjnego. Do

rozwiazania tego uktadu réwnan zastosowano metode najmniejszych kwadratow.

4. Wybrane wyniki dzialania algorytmow rekonstrukcji

W ramach przeprowadzonych badan zaimplementowano 1 przetestowano
wszystkie algorytmy rekonstrukcji konduktancji przedstawione w poprzednim
rozdziale. Implementacji poszczegdlnych algorytmow dokonano z wykorzystaniem
jezyka programowania C++ oraz S$rodowiska Matlab wraz z pakietem funkcji
optymalizacyjnych. Zaimplementowano 1 przetestowano algorytmy dziatajace
w oparciu o metody optymalizacyjne. Stworzono program symulacyjny realizujacy
oryginalny algorytm rekonstrukcji Curtisa 1 Morrowa. Algorytm ten zostat
przetestowany pod wzgledem stabilno$ci numerycznej oraz wrazliwosci na bledy
pomiarowe. Nastepnie zaimplementowano zaproponowane modyfikacje algorytmu
analitycznego oraz zbadano ich wplyw na skuteczno$¢ dzialania algorytmu, zaréwno
w $rodowisku bezszumowym jak i w przypadku wystepowania bledow pomiarowych.

W celu analizy dziatania 1 pordéwnania algorytméow wykonywano wiele
uruchomien programu dla réznych, losowo wygenerowanych oryginalnych siatek,
a nastgpnie usredniano maksymalny wzgledny btad rekonstrukcji. Parametr ten,

zdefiniowany jako:

Ggrg _ GFest
n= max 1 4.1)

i=1,..., N, G
1

przyjeto jako gtdéwne kryterium oceny algorytmow rekonstrukc;ji.
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4.1. Algorytmy optymalizacyjne

W dysertacji przedstawiono szereg wynikow testow dla procedur rekonstrukcji
dziatajacych w oparciu o metody optymalizacji stochastycznej. Ze wzgledu na fakt,
iz wyniki te sa znaczaco gorsze niz dla metod optymalizacji deterministycznej,
w autoreferacie przedstawiono wybrane wyniki tylko dla drugiej z wymienionych grup
metod. Algorytmy rekonstrukcji konduktancji elementow siatek rezystancyjnych
bazujace na metodach optymalizacji deterministycznej zostaly przetestowane
w $rodowisku Matlab, w wersji 7.12.0 (R2011a). Algorytmy poréwnano dla réznych
rozmiarow siatek 1 roznego zakresu wartosci konduktancji, z ktorych zbudowana jest
siatka. W celu porownania metod przeprowadzono dla kazdego z algorytmow
rekonstrukcje konduktancji dla 20 losowych siatek testowych. W tabelach
przedstawione sa wyniki $rednie. Zaobserwowano, ze maksymalny btad rekonstruke;ji
z reguly wystepuje na elemencie potozonym blisko srodka siatki.

W tab. 4.1 przedstawiono wyniki doswiadczen przeprowadzonych dla siatek
o rozmiarze 4x4 wezly, sktadajacych si¢ z elementow, w ktérych wartosci konduktancji

byly losowo wybierane z przedziatu [0,1; 10,0].

Tab. 4.1. Porownanie metod optymalizacyjnych dla siatki o wymiarach 4x4 wezly.

n (maksymalny ’ .
Algorytm Guin | Gumax wzgledny btad Srgd m ?zas
- obliczen [s]
rekonstrukcji)
sympleksowy-NM 0,1 | 10,0 1,4779972 1,230723
quasi-Newton 0,1 | 10,0 0,0001183 1,103715
sekw. prog. kw. 0,1 | 10,0 0,0000077 1,129632
niel. met. najmn. kw. | 0,1 | 10,0 0,0000000 0,123826

Jak wida¢, juz dla niewielkiego rozmiaru siatki (siatka o rozmiarze 4x4 wezly
ma 12 elementow) istnieja bardzo powazne réznice w dzialaniu poszczegdlnych
algorytméw. Nalezy zwrdci¢ uwage na bardzo duza warto$¢ biedu rekonstrukcji dla
metody sympleksow Neldera-Meada. Oznacza to, Zze metoda ta jest praktycznie
nieprzydatna juz dla stosunkowo niewielkiego wymiaru problemu. Algorytmy bazujace
na metodzie quasi-Newtona oraz sekwencyjnego programowania kwadratowego dla
siatek o rozmiarze 4x4 wezly dzialaja z satysfakcjonujaca precyzja. Jednakze
nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow przewyzsza pozostate metody, zarowno
pod wzgledem precyzji rekonstrukceji, jak rowniez czasu obliczen.

Zaobserwowano, ze nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow dziala w taki
sposoOb, ze albo osiagga minimum globalne funkcji celu w stosunkowo krotkim czasie,
albo jej czas obliczen znacznie si¢ wydtuza i algorytm zatrzymuje si¢ po osiagnigciu
ustawione] warto$ci maksymalnej liczby iteracji, nie znajdujac minimum. W zwigzku

z tym, w tab. 4.2 oprocz S$redniego czasu obliczen zaprezentowano parametr
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oznaczajacy odsetek poprawnych wynikéw rekonstrukcji, czyli tych, ktére

doprowadzily do osiagnigcia globalnego minimum funkcji celu.

Tab. 4.2. Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratéw dla réznych rozmiarow siatek.

qumigr Gurs | Griax % poprgwnych Sredni Czas
Siatki wynikoéw Obliczen [s]
3x3 0,1 10,0 100 0,081235
4x4 0,1 10,0 100 0,123826
5%5 0,1 10,0 80 0,732583
6x6 0,1 10,0 70 4,101307
7x7 0,1 10,0 20 30,18785
8x8 0,1 10,0 0 30,90485

Wraz ze zwigkszaniem rozmiaru siatki, maleje odsetek przypadkéw, w ktorych
funkcja osiaga minimum globalne i znajduje poprawne rozwiazanie. Zastosowano
usprawnienie polegajace na uruchomieniu procedury wielokrotnie, z ré6znych punktow
startowych 1 wybraniu najlepszego rozwiazania. Pozwolito to na rekonstrukcje dla siatki
o rozmiarze 7 ze 100%-owa skutecznos$cia, ale nie pozwolito na poprawe dzialania
algorytmu dla wigkszych siatek.

Osiagnigcie prawidtowej rekonstrukcji dla wigkszych siatek jest mozliwe przy
zmniejszonym zakresie mozliwych konduktancji. W kolejnych testach zakres ten
zmniejszono z [0,1; 10,0] do [1,0; 2,0]. Porownanie algorytméw przy ograniczonym
zakresie warto$ci konduktancji moze by¢ bardziej interesujace z praktycznego punktu
widzenia. Zbadano dziatanie algorytmu bazujacego na nieliniowe] metodzie
najmniejszych kwadratow dla ré6znych rozmiardéw siatek i z losowo wybranym punktem

startowym. Wyniki obliczen przedstawiono w tab. 4.3.

Tab. 4.3. Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratéw — ograniczony zakres konduktancji.

Rozmiar G G % poprawnych Sredni Czas
Siatki MINT| IMAX wynikéw Obliczen [s]
7x7 1,0 2,0 100 0,76
8x8 1,0 2,0 100 2,09
9x9 1,0 2,0 77 32,95

Zgodnie z oczekiwaniami, redukcja przestrzeni poszukiwan pozwolita poprawic¢
skuteczno$¢ dzialania algorytmu. Dla siatek orozmiarze 9%x9 weztow w 77%
uruchomien algorytmu uzyskano prawidlowy wynik rekonstrukcji, podczas gdy we
wcezesniejszym przypadku (szerszy zakres konduktancji) algorytm nie dziatal juz
dla siatek o rozmiarze 8x8 weztow.

W tab. 4.4 zaprezentowano wyniki badan algorytmu rekonstrukcji bazujacego na
nieliniowe] metodzie najmniejszych kwadratow dla siatek o nie-kwadratowym
ksztalcie. Jak zauwazono dla siatek kwadratowych, maksymalny btad rekonstrukcji
z reguly wystepuje na elemencie zblizonym do $rodka siatki. Postanowiono

przetestowac skuteczno$¢ wspomnianego algorytmu w sytuacji, gdy odlegtos¢ kazdego
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elementu od brzegu siatki w jednym z kierunkéw jest niewielka. Dane zawarte w tab.
4.4 potwierdzaja, ze nie-kwadratowy ksztalt siatki znaczaco utatwia rekonstrukcjg.
Udato si¢ dokona¢ rekonstrukcji siatki o rozmiarze 5x25 weztow (164 elementy)
z precyzja lepsza niz 1%. W przypadku siatek kwadratowych ograniczenie rozmiaru
siatek mozliwych do rekonstrukcji metodami optymalizacyjnymi jest na poziomie 9%x9

weztow (112 elementow).

Tab. 4.4. Rekonstrukcja siatek prostokatnych dla nieliniowej metody najmniejszych kwadratow.

Liczba Tolerancja Najlepszy 7 (Sredni <

Rozmiar elementow | G G wartogci maksymalny maksymalny | Sredni czas

Siatki — MIN | MAX ” wzgledny btad | wzgledny btad | obliczen [s]
siatki funkc;ji celu s .
rekonstrukcji rekonstrukcji)

5x12 73 1,0 2,0 10" 0,000000000 0,000000001 4.3572
5x15 94 1,0 2,0 10" 0,000000000 0,000000000 12.5012
5%20 129 1,0 2,0 10" 0,000000000 0,023802310 61.6597
5x20 129 1,0 | 2,0 10" 0,000002319 | 0,005439043 | 55.0746
5%20 129 1,0 2,0 10 0,016863032 0,071949568 39.4746
5x25 164 1,0 2,0 10" 0,000000000 0,003608110 144.7721
5x25 164 1,0 | 2,0 10" 0,000005371 | 0,102464460 | 143.6221

Wykazano, ze algorytm bazujacy na nieliniowej metodzie najmniejszych

algorytmy
Udowodniono, ze dla wybranego zakresu mozliwych konduktancji istnieje ograniczenie

kwadratow przewyzsza skutecznoscia pozostate optymalizacyjne.
rozmiaru siatki, dla ktorego rekonstrukcja prowadzi do poprawnego rezultatu, przy
zachowaniu satysfakcjonujacego czasu obliczen. Pokazano, ze redukcja zakresu
mozliwych warto$ci konduktancji elementoéw siatki pozwala na rekonstruowanie siatek

o wigkszych rozmiarach.
4.2. Algorytm analityczny z usprawnieniami

W pierwszej serii eksperymentéw zbadano stabilno§¢ numeryczna oryginalnego
algorytmu analitycznego Curtisa i Morrowa w przypadku niewystgpowania bledow
pomiarowych. Analizowano siatki kwadratowe — o rownej liczbie wierszy i kolumn,
gdyz umozliwia to uzaleznienie pewnych zmierzonych parametrow od rozmiaru siatki
oraz obserwacje, jak zmienia si¢ dany parametr wraz z rozmiarem siatki. Jako gléwne
kryterium oceny algorytmu przyjeto maksymalny wzgledny biad rekonstrukeii,
zdefiniowany wzorem (4.1).

Zauwazono, ze maksymalny btad rekonstrukcji ro$nie wraz z rozmiarem siatki
1istnieje granica rozmiaru siatki, dla ktérej procedura rekonstrukcji w zaproponowane;j
wersji jest bezuzyteczna, gdyz generuje wyniki obarczone btedem o tym samym rzgdzie
wielkosci, co wartosci konduktancji elementow siatki. Dla siatki o rozmiarze 13x13
weztow algorytm bez bltedéw pomiarowych rekonstruuje wartosci konduktancji
z maksymalnym btgdem na poziomie 0,4 (odchylenie o 40%). Dla siatki o rozmiarze

15x15 maksymalny wzgledny btad rekonstrukcji osiaga warto$ci znacznie powyzej
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100%, co oznacza, ze algorytm generuje bezuzyteczne wyniki (poréwnaj rys. 4.2 —
przebieg ,,wersja 17). Niektore obliczone wartosci konduktancji sa ujemne.

Nastgpnie zbadano dziatanie algorytmu w przypadku, gdy wyniki pomiaréw
potencjatow weztow brzegowych obarczone sa btedami. W celu symulacji w programie
btedéw pomiarowych na zadanym poziomie ¢ wyliczony potencjat kazdego wezta
brzegowego jest mnozony przez 1+{ , przy czym ( jest zmienna losowa z przedzialu
[—¢; €] o rozkladzie rownomiernym. Zmodyfikowane wartosci potencjatow brzegowych

sa wykorzystywane przez algorytm rekonstrukcji.

Maksymalny blad rekonstrukeji [7 ]
3 3

——5x5

—=—T7x7

—4—9x9

11x11

10™

10"

Blad pomiarowy [¢]

Rys. 4.1. Maksymalny blad rekonstrukeji w funkcji bl¢du pomiaru potencjalu brzegowego.

Rys. 4.1 przedstawia zalezno$¢ bitedu rekonstrukcji od poziomu biedow
pomiarowych dla wybranych rozmiarow siatek. Mozna zauwazy¢, ze dla ustalonego
rozmiaru siatki zalezno§¢ pomigdzy btedem pomiarowym (niedokladno$¢ pomiaru
potencjatu brzegowego), a btedem rekonstrukcji jest w przyblizeniu liniowa w skali
logarytmicznej. Algorytm wzmacnia zaburzenia danych wejsciowych, a wspotczynnik
wzmocnienia (wskaznik uwarunkowania problemu) zalezy od rozmiaru siatki
(lub, co rownoznaczne, od liczby krokéw algorytmu rekonstrukcji).

Stosunek maksymalnego bigdu rekonstrukcji do btedu pomiarowego jest
w przyblizeniu wartoscia stata dla danego rozmiaru siatki. Algorytm w formie opisane;j
w pracy [3] nie nadaje si¢ do rekonstrukcji konduktancji rzeczywistych siatek
zbudowanych z wigcej niz 10x10 weztéw. Dla takiego rozmiaru siatek wystgpowanie
btedéw pomiaru potencjatow weztow brzegowych skutkuje bledami rekonstrukcji
0 10 rzedow wielkosci wigkszymi.

Ponizej przedstawiono wykresy obrazujace skuteczno$¢ dzialania algorytmu

Z usprawnieniami zaproponowanymi w pracy w poréwnaniu do oryginalnej wersji. We
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wszystkich ponizszych wykresach uzywane sa nastgpujace oznaczenia. ,,Wersja 17
oznacza oryginalny algorytm, ,wersja 2” — algorytm, w ktorym wspotczynniki
a1, 0, ..., 0 S Wyznaczone przy uzyciu metody najmniejszych kwadratow. W ,,wersji
3” algorytm jest uruchamiany dla 8 siatek rownoczesnie. ,,Wersja 4” taczy modyfikacje
,wersji 27 1 ,,wersji 3”.

Na podstawie rys. 4.2 mozna zauwazy¢, ze wersja 2 dziata gorzej niz wersja 1, a
wersja 4 gorzej niz 3. W tym przypadku wersja 3 algorytmu pozwala na
zrekonstruowanie siatki o wymiarach 16x16 wezléw (420 elementow) z bledem
rekonstrukcji mniejszym niz 1%. To znaczaco lepszy wynik niz dla oryginalnego
algorytmu, ktory osiagal btad rekonstrukcji okoto 1% dla siatki o rozmiarze 12x12 (220

elementow).
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Maksymalny blad rekonstrukeji [7 ]

A0

1 0-12 I
+/ —eo— wersja 1
14 —m— wersja 2
10 —A— wersja 3

¢ T wersja 4

107 ‘
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Rozmiar siatki rezystancyjnej [n]

Rys. 4.2. Maksymalny wzgledny blad rekonstrukcji 7 w przypadku zerowych bledéw pomiarowych
w funkcji rozmiaru siatki n.

W kolejnej serii testow wprowadzane sa bledy pomiarowe w zakresie od 1077
do 102, Dla kazdego poziomu bledéow pomiarowych obliczono $rednia wartosé
maksymalnego btedu rekonstrukcji dla 100 wywotan procedury rekonstrukeji.
Przyktadowe wyniki symulacji zostaty przedstawione na rys. 4.3. Dla siatki o rozmiarze
5x5 wezldw wszystkie wersje algorytméw dziataja podobnie, przy czym wersja 4 daje
najlepsze rezultaty. Dla wigkszych siatek réznice w skuteczno$ci dziatania
poszczegbOlnych algorytmow sa wyraznie widoczne 1 poglebiaja si¢ wraz ze
zwigkszaniem rozmiaru siatki.

We wszystkich zbadanych przypadkach wersja 3 przewyzsza swoja

skutecznos$cia pozostate wersje dla niskiego poziomu biledow pomiarowych.
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Dla wyzszego poziomu zaktocen wersja 4 spisuje si¢ lepiej. Fakt ten nalezy
wytlumaczy¢ tym, ze w przypadku niskiego poziomu zaktocen pomiaru potencjatow
wezlow brzegowych procedura najmniejszych kwadratéw wprowadza dodatkowe btedy
zaokraglen, co wplywa na ostateczny wynik, natomiast przy wigkszych btedach
pomiarowych stosowanie metody najmniejszych kwadratow prowadzi do usredniania

btedéw pomiarowych, a zatem redukcji ich wpltywu na wynik rekonstrukcji.
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Blad pomiarowy [¢]

Rys. 4.3. Dzialanie algorytmu oryginalnego i zmodyfikowanych. Blad rekonstrukeji 7 w funkcji
bledu pomiarowego ¢ dla siatki o rozmiarze 9x9 wezlow.

Dla siatki o rozmiarze 9x9 weztow najlepsza wersja algorytmu daje wyniki 100
razy lepsze niz oryginalny algorytm, podczas gdy dla siatki 11x11 btad rekonstrukcji
jest pomniejszony ponad 1000-krotnie. Réznice w skutecznosci rekonstrukeji miedzy
algorytmem oryginalnym i jego modyfikacjami rosna wraz z rozmiarem siatki.

W dalszych badaniach sprawdzono dziatanie wszystkich czterech wersji
algorytmu analitycznego dla siatek prostokatnych, w ktérych wystgpuje duza
dysproporcja pomigdzy wymiarem poziomym 1 pionowym siatki. W celu
usystematyzowania prezentacji wynikow przyjeto, ze jeden z rozmiarow siatki bedzie
staty, a drugi bedzie zmieniany w duzym zakresie. Na rys. 4.4 zaprezentowano
zalezno$¢ maksymalnego wzglednego btedu rekonstrukcji od rozmiaru poziomego
siatki przy zatozeniu braku btedéw pomiarowych, w przypadku, gdy rozmiar pionowy
ustalony byt na 5 weziow.

W  przypadku najlepszej z metod, mozna zrealizowa¢ rekonstrukcje
konduktancji siatki o rozmiarze 27x5 weztow ze $rednia wartoscia maksymalnego

wzglednego btedu rekonstrukeji na poziomie 5%.
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o 7

Maksymalny blad rekonstrukcji [7]
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Rozmiar poziomy siatki rezystancyjnej (Vx5 weziow)

Rys. 4.4. Maksymalny wzgledny blad rekonstrukcji 7 w przypadku zerowych bledéw pomiarowych

w funkcji rozmiaru poziomego siatki prostokatnej V.

Z rys. 4.4 wynika rowniez, ze wraz ze wzrostem jednego z rozmiardw siatki

zwigksza si¢ pozytywny wplyw zastosowania modyfikacji algorytmu polegajacej na
wyznaczeniu wspotczynnikdw  ay, a, ..., ax przy uzyciu metody najmniejszych

kwadratéw na precyzj¢ uzyskanego wyniku (wersje 2 oraz 4).

5. Wnhnioski

Na podstawie wynikéw symulacji w podsumowaniu dysertacji postawiono

szereg wnioskow, z ktorych najwazniejsze to:

Algorytmy bazujace na metodach optymalizacyjnych pozwalaja na rekonstrukcj¢
konduktancji siatek o stosunkowo niewielkich rozmiarach, a rozmiar siatek
mozliwych do rekonstrukcji mocno zalezy od zakresu konduktancji elementow.
Oryginalny algorytm analityczny zaproponowany w [3] przez Curtisa 1 Morrowa
pozwala na rekonstrukcje konduktancji elementéw siatek rezystancyjnych, ale tylko
w ograniczonym zakresie rozmiardw siatek. Dla wigkszych rozmiaroéw siatek
(powyzej 12x12 weztow) algorytm jest niestabilny numerycznie 1 generuje
bezuzyteczne wyniki. Ponadto, algorytm jest bardzo wrazliwy na obecnos¢ bledow
pomiarowych potencjaldéw brzegowych 1 wrazliwos¢ ta ros$nie bardzo szybko
z rozmiarem siatki.

Najwigksza skutecznos¢ 1 stabilno$¢ numeryczna wykazuje zmodyfikowany
algorytm analityczny. Modyfikacja polegajaca na uruchomieniu algorytmu dla
osmiu siatek réwnoczesnie, pozwala na obliczanie warto$ci konduktancji elementow

siatek o wigkszych rozmiarach (nawet 16x16 weztow) ze stosunkowo niewielkim
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btedem. Natomiast modyfikacja polegajaca na wyznaczaniu  wartosci
wspotczynnikow a, ay, ..., o metoda najmniejszych kwadratow pozwala zwigkszy¢
odpornos¢ algorytmu na istnienie bledow pomiaru potencjaléw w weztach
brzegowych.

Mozliwe jest zastosowanie algorytmoéw rekonstrukcji konduktancji w sytuacji,
gdy uzytkownik konstruuje siatkg elementdéw rezystancyjnych, ktorych wiasciwosci
elektryczne zaleza od innych parametréw fizycznych, takich jak temperatura
czy nacisk na powierzchni¢ elementu. Nawet dla siatek o rozmiarze 9%9 weztow
metoda taka moze by¢ wykorzystana do oszacowania rozkladu cigzaru lub innej
wielkosci fizycznej na pewnej powierzchni.

Najwigksze wartosci wzgledne biedu rekonstrukceji konduktancji obserwowane sa na
elementach potozonych blisko $rodka siatki. Generalnie, im bardziej dany element
jest oddalony od brzegu siatki, tym wigkszym bledem obarczona jest jego
rekonstrukcja. Wydaje si¢ zatem mozliwe rekonstruowanie stosunkowo duzych

siatek, gdy wymiar siatki jest niewielki w jednym z kierunkow.
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