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Streszczenie. Rozprawa dotyczy zastosowania bezgradientowych algorytméw
optymalizacji statycznej do znajdowania niezdominowanych sterowan w liniowych
systemach sterowania. Rozprawa zawiera osiem rozdziatéw, w tym wstep i wnioski
koncowe. Do pracy dotaczony zostat kod oprogramowania do obliczen numerycznych
wykonanego w $rodowisku Matlab. W rozdz. 2-4.przedstawiono podstawy matematyczne
stosowanych metod, wstep do teorii optymalizacji wielokryterialnej oraz do algorytmodw
populacyjnych. W rozdz. 5 przeprowadzono analize wiasnosci wybranej klasy algorytmoéw
oraz zastosowano dwupoziomowqa metode optymalizacji do wyboru optymalnych
parametréw procedury Neldera-Meada. Rozdz. 6 zawiera opis dwéch nowych metod
optymalizacji nierdzniczkowalnej, ktére moga by¢ zastosowane do rozwigzywania
zdyskretyzowanych probleméw sterowania optymalnego réwnan rdézniczkowych
zwyczajnych. Jedng z nich jest dyskretny wariant algorytmu Neldera-Meada dziatajqcy na
kompleksach symplicjalnych w przestrzeni sterowan. Nastepnie zaproponowano
hybrydowy wariant tej metody, w ktérym nastepuje przetaczenie do wariantu
dyskretnego po wykonaniu pewnej ilosci krokdw metody klasycznej. Dla zaproponowa-
nych procedur przeprowadzono serie eksperymentéw numerycznych w $rodowisku
MATLAB. Rozdz. 7 pracy zawiera opis zastosowania opracowanych metod optymalizacji
do wielokryterialnego sterowania systemem zaopatrzenia w wode pitng w Libii.

Wprowadzenie.

Gltownym celem niniejszej rozprawy byto wykazanie nastepujacych trzech tez:

1. Algorytm Neldera-Meada (N-M) dla optymalizacji nier6zniczkowalnej moze byé
uogolniony przy uzyciu metod topologii algebraicznej, zwlaszcza teorii kompleksow
symplicjalnych, w wyniku czego powstaje kooperujacy system procesow
optymalizacji globalnej nasladujacy procesy ewolucyjne, lecz posiadajacy Sciste
wilasno$ci matematyczne. Dla wybranych klas probleméw uog6lniony algorytm jest
zbiezny do globalnego minimum.

2. ldea kooperacyjnych procesow optymalizacji, wyprowadzona na podstawie algorytmu
Neldera-Meada, moze by¢ dalej uogodlniona dla celow rozwigzywania globalnych
problemow optymalizacji wielokryterialnej. Dla wybranych klas probleméw algorytm
ten znajduje wszystkie lokalne minima Pareto.

3. Wielokryterialne problemy sterowania optymalnego dla probleméw opisywanych
wybranymi typami réwnan rézniczkowych zwyczajnych (liniowych stacjonarnych, z
rozdzielonymi zmiennymi i nieliniowych lokalnie linearyzowalnych) po dyskretyzacji
Czasu moga by¢ rozwigzywane przy uzyciu sekwencyjnego rozszerzenia globalnego
wielokryterialnego algorytmu Neldera-Meada.

Powyzszy cel zostat osiaggnigty i opisany w dysertacji.

W Rozdziatach 2-5 podano podstawy matematyczne i obliczeniowe przedstawionego w
rozprawie podejscia. W Rozdz. 3 przedstawiamy klasyczng metode Neldera-Meada 1 jej
optymalne parametry, wykorzystujagc zbior funkcji testowych. Ta metoda, stworzona przez
Neldera i Meada [15] jest prostym i eleganckim sposobem na okre§lenie minimum funkcji
wielu zmiennych. Podstawowe operacje algorytmu (odbicie, ekspansja, kontrakcja, kurczenie)
zostaly zoptymalizowane dla zbioru standardowych funkcji testujacych. Dzigki
zaproponowanej W Rozdziale 3 modyfikacji parametréw, algorytm staje si¢ szybciej zbiezny |
doktadniejszy. W tym sformulowaniu zastosowano kilka dalszych modyfikacji,



upraszczajgcych proces znajdowania minimum poprzez algorytm. Jednoczesne wyznaczanie
optimow kilku funkcji skalarnych wydaje si¢ by¢ jednym z mozliwych zastosowan. Po
uruchomieniu algorytmu z dwoma kryteriami algorytm okre$la optymalne warto$ci i
argumenty minimum dla obu kryteriow. W Rozdz. 3 przedstawilismy tez rezultaty testow
obliczeniowych, ktoére dowodza, ze metoda jest efektywna.

W Rozdziale 4 przedstawili$my metody globalnej optymalizacji, ktére mogg by¢ zastosowane
do rozwigzywania globalnych problemoéw sterowania optymalnego, co jest gtdéwnym celem
niniejszej rozprawy. W nawigzaniu do rezultatow poprzedniego Rozdziatu 3, szczeg6lng
uwage poswigcamy bezposrednim metodom poszukiwania (direct search methods),
szczegoOlnie algorytmowi Neldera-Meada, ktory zostal wybrany jako najbardziej odpowiedni
do rozwigzywania zdyskretyzowanych probleméw sterowania. Nastepnie proponujemy
metode optymalizowania parametrow algorytmu Neldera-Meada, poprzez zmniejszanie liczby
krokéw koniecznych do osiagni¢cia punktu bliskiego optimum dla kombinacji liniowej
rodziny funkcji testowych. Parametry sg optymalizowane w R, stosujac t¢ samg metode
Neldera-Meada.

W Rozdziale 5 przedstawiamy metode ewolucji rézniczkowej (differential evolution, DE),
Ktora posiada pewne zwigzki z metodg Neldera-Meada i moze stuzy¢ jako benchmark dla
nowych algorytmow bazujgcych na algorytmie Neldera-Meada opisanych w rozprawie.
Dziatanie metody polega na optymalizowaniu problemu poprzez wielokrotne proby
poprawienia rozwigzania kandydata z uwzglednieniem danej miary jakosci [5]. DE jest
stosowana dla wielowymiarowych funkcji rzeczywistych, ale tak, jak metoda Neldera-Meada
nie wykorzystuje gradientu optymalizowanego problemu, co oznacza, ze DE nie wymaga
rézniczkowalnego problemu optymalizacji. Jednakze, metaheurystyki takie jak DE nie
gwarantujg znalezienia optymalnego lub nawet prawie optymalnego rozwigzania.

W Rozdziale 6 opracowano i opisano nowe metody optymalizacji dyskretnej oraz hybrydowej
dyskretno-ciagglej oparte na schemacie Neldera-Meada. Opracowane algorytmy zastosowano
w Rozdziale 7 do rozwigzywania wielokryterialnego problemu optymalnego sterowania
systemem zaopatrzenia w wod¢ w Libii. Klasyczny i dobrze znany algorytm Neldera-Meada
zostal zmodyfikowany w taki sposob, by mogt byé¢ zastosowany do rozwigzywania
zdyskretyzowanych problemoéw sterowania optymalnego. Przypomnijmy, ze wykorzystuje on
liniowo niezaleznych N+1 punktéw startowych w N-wymiarowej przestrzeni decyzyjnej, Stad
inna nazwa algorytmu: sympleksowa metoda spadku. Zbadalismy tez kombinatoryczne
wlasciwos$ci uogdlnionego algorytmu optymalizacji, opartego na pomys$le Neldera i Meada.
W oparciu 0 [18] badamy procedure typu Neldera-Meada, dla ktorej poczatkowym obiektem jest
kompleks symplicjalny S w odroznieniu od sympleksu w metodzie klasycznej. Modyfikacje te
przyjeto, by umozliwi¢ przetwarzanie rownolegtych procesow poszukiwania rozwigzania. Procedura
ta moze by¢ zastosowana jako kombinatoryczne wyszukiwanie dyskretnego zbioru wierzchotkow
wszystkich symplekséw z kompleksu S. Proponujemy strukture algebraiczng, ktora opisuje
zminimalizowane dziatanie tego algorytmu dla danej funkcji f oraz dowodzi pewnych
wlasnosci opisanej klasy algorytmow.

W nastepnym Rozdziale 7 algorytmy opracowane w Rozdziale 6 zostaly zastosowane do
rozwigzywania wielokryterialnych probleméw optymalnego sterowania, zwigzanych z
dostarczaniem wody pitnej w Libii. Ostatni Rozdzial 8 zawiera wnioski i projekty dalszych
prac badawczych.



Optymalizacja parametrow algorytmu Neldera-Meada

W Rozdz. 3 rozprawy dokonali§my wyboru parametréw podstawowych czterech operacji
algorytmu Neldera-Meada, a mianowicie:

e Odbicie punktu P, wzgledem S,z parametrem a

P =1+ a)S, — abP,

e Ekspansja punktu P across S, z parametrem b

P* = (1 + b)P* — bS,

e Kontrakcja punktu P, wzglgdem S,z parametrem ¢

P™ = cPp, + (1 — ©)S,

e Proporcjonalne zmniejszanie rozmiaru (kurczenie) sympleksu wzgledem
punktu S,z parametrem d

Idea optymalizacji parametréw metody N-M polega na optymalizacji funkcji doktadnosci (tj.
r6éznicy pomigdzy znanym optimum funkcji testujacej, a uzyskang wartoscia) dla okres$lonej z
gory liczby krokéw algorytmu N-M dla tego samego sympleksu startowego, ktdérego
wierzchotki sg r6znymi warto§ciami parametrdw N-M. Jeden z wierzchotkéw odpowiadat
zawsze klasycznemu zestawowi parametrow metody N-M, tj. (1, 2, 0,5, 0,5).

Zastosowalismy nastepujace funkcje testujace:

Tabela 1. Funkcje testujace

Lp. | Neawa funkal Réwnanie funkcji
testujace;]
Ackley
1/ |1yn —1on
1. f(x) =20+e — 20e /5\1n2i=1xi2 _ eleizlcOSZHXi.
2. Beale fO) = (L5 =% + x1x2)% + (2.25 = x; + x1%3)°

+ (2.625 — x; + x1x3)2.

3. Bohachevsky

fi(x) = x? + 2x2 — 0.3cos (3mx;) — 0.4cos (4mx,) + 0.7,
fo(x) = x? + 2x2 — 0.3cos (3mx;)cos (4mx,) + 0.3,

fi(x) = x2 + 2x2 — 0.3cos (3mx; + 4mx,) + 0.3.

Booth

fx) = (xy +2x, — 7)* + (2x; + x, — 5)2.

5. Griewank

n

DL 2
fe) = Z 45)62)0 - H COS(Xi/\ﬁ) 1
i=1

i=1




Rys.1. Glowne okno aplikacji do obliczania optymalnych parametréw metody N-M
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Dyskretny Algorytm Neldera-Meada

W Rozdz.6, w oparciu 0 idee podane w [18], zbadalismy wiasno$ci zmodyfikowanej
procedury opartej o algorytm Neldera-Meada, dla ktorej poczatkowym obiektem jest komp-
leks symplicjalny S, w odroznieniu od sympleksu w metodzie klasycznej. To podejscie poz-
wala na przetwarzanie wielu rownoleglych procesow poszukiwania rozwigzania opartych o
sympleksy z S, ktore mogg wymienia¢ informacje. W niniejszej rozprawie idea ta zostata
zastosowana w kombinatorycznym algorytmie poszukujacym optymalnego rozwiazania na
zbiorze dyskretnym E, ktéry — po wykonaniu triangulacji Delaunay’a- utozsamiamy ze zbio-
rem wszystkich wierzchotkow kompleksu symplicjalnego S. Zaproponowalis§my odpowiednia
strukture algebraiczng, ktora opisuje dziatania takich algorytmoéw. i zbadaliSmy jej wlasnosci.

Rys. 2. Triangulacja Delaunay’a na ptaszczyznie (a) i w przestrzeni tréjwymiarowej (b)
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Procedura ta zostata nastgpnie zastosowana to znajdowania sterowan w podwdjnie zdyskrety-
zowanym (czas i wartosci sterowan) problemie wielokryterialnego sterowania optymalnego.
W Tab. 1 znajduje si¢ poréwnanie metod: klasycznej i dyskretnego algorytmu Neldera-Meada

Tabela 1. Poréwnanie klasycznego i dyskretnego algorytmu Neldera-Meada-

Zasadnicze kroki
algorytmu Neldera-

Ciagte algorytmy typu Neldera-Meada

Kombinatoryczne algorytmy typu Neldera-

optymalizacji

Meada Meada

—_— L Algorytmy mogq by¢ wykonywane na
Definicja Algorytmy te mogq Wystgpowaé zarowno w : N
dziedziny wersji bez ograniczen (klasycznej) lub dla dyskretnych podzbiorach E dla IR~ zwykle

probleméw z ograniczeniami

zanurzenia w IR" konkretnego zbioru U.
Zaktadamy, ze dim(E) =n

Definicja
punktow
startowych

N+1 punktdw startowych w N-
wymiarowej przestrzeni musi by¢ liniowo
niezalezne, sqg one definiowane na
podstawie doswiadczenia

Dowolny zhior E; c E skiadajgcy si¢ z
przynajmniej n+1 punktow jest
definiowany w oparciu o doswiadczenie
lub losowo. Lokalna triangulacja (np.
Delaunay’a) wokét E; dostarcza
poczqtkowej rodziny sympleksow

Odbicie/
Ekspansja/
Kontrakcja/

kurczenie

Oblicz x4_wazony Srodek cigzkosci dla
wszystkich punktéw oprécz najgorszego
punktu w aktualnym sympleksie X+,
oblicz x, - odbity punkt X,.; , Oraz
wartosé f;
zaleznie od wartosci fw x, oblicz
rozszerzony punkt X, poprzez rozciggnigcie
przedziatu [xn.1, X] W Kierunku x;,
zaleznie od wartoscif w X, oblicz punkt x, z
przedziatu [xq.1, %], Zbuduj nowy sympleks
poprzez zastgpienie Xn.1 aktualnym
najlepszym punktem;
wykonaj kurczenie sie sympleksu

Biezgcy zbior Er, jest miejscowo
triangulowany, w szczegolnosci,
triangulacja tworzy przylegajgcy sympleks
w kierunku potencjalnego odbicia
lustrzanego.

Operacja @sna sqsiadujgcych
sympleksach poczgwszy od sympleksu z jak
dotqd najwyzszq wartosciq zastepuje i
uogolnia rozszerzenie. Kontrakcja zostaje
zastgpiona przez znalezienie drobniejszej
partycji E, na sympleksy, wynikajgcego z
triangulaciji.

Wartosci f'sq zdefiniowane tylko dla E,
dlatego podczas wyszukiwania nie mogg
by¢ zastosowane zadne dodatkowe punkty.

Kurczenie

Rozmiar biezgcego sympleksu jest
zredukowany przez kurczenie sie W
kierunku najlepszych jak dotgd punktow

Triangulacje poczqtkowego zbioru Ej i
nastepujgcych ewoluljgcych
dyskretnych zbiorow E,, dostarczajg
drobniejszej partycji przestrzeni
rozwiqzan
Gdy minimum zostanie znalezione i
Algorytm zatrzyma sie na xx mozna
wykonac drobniejszq dyskretyzacje
czasu wokot xy. Nastgpnie procedura
wyszukiwawcza (Alg. 3 lub 4 z Rozdz. 6
rozprawy) rozpoczyna sie w NOWym
zbiorze G, skltadajgcym sie z sqsiadow xy

Kryteria stopu

Po zastosowaniu wszystkich krokéw nie
ma poprawy wzgledem minimalnych
wartosci znalezionych pierwotnie, lub
rozmiar skurczonego sympleksu jest
mniejszy niz zalecana stata

Zbidr (dyskretnych) punktow
ekstremalnych dla E zostat osiggniety, lub
nie ma poprawy w lokalnej rodzinie
sympleksow




Hybrydowy algorytm Neldera Meada

Eksperymenty obliczeniowe wykazaly, ze w pewnych sytuacjach lepsze whasnosci numeryczne od
algorytmu dyskretnego posiada algorytm hybrydowy, w ktérym po wykonaniu pewnej ilosci krokow
ciggtego algorytmu Neldera-Meada nastgpuje przetaczenie do wersji dyskretne;j.

Sytuacja taka ma miejsce w przypadku, gdy punkty startowe sg relatywnie oddalone (wzglgdem
rozmiaru przestrzeni decyzyjnej) i Algorytm 6.3 moglby potrzebowa¢ bardzo duzo czasu, by pokazaé
swoja efektywno$¢ na podstawowych sympleksach. Idea algorytmu hybrydowego polega na
zastosowaniu na starcie klasycznego algorytmu, nastgpnie — gdy sympleksy osiagna zalecany rozmiar
— przetaczeniu si¢ na Algorytm 6.3.

Przyklad zastosowania - optymalizacja systemu zaopatrzenia w wode
w Libii (MMR - Man-Made River)

Dane dotyczace Libijskiego Systemu Zaopatrzenia w Wode Pitng przedstawione w tym
rozdziale oparte sg na [21]. W 1953 poszukiwanie nowych pdl naftowych na pustyniach
potudniowej Libii doprowadzito do odkrycia nie tylko znaczacych zasobow nafty, lecz
réwniez duzych ilosci stodkiej wody w zbiornikach artezyjskich.

Rys.3. Libijski system zaopatrzenia w wode pitnq (MMR) z zaznaczeniem faz rozbudowy
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wody, podczas gdy 450,000km2 basen Murzuk, na potudniu Jabal Fezzan, ma zawieraé
4,800km3. Dalsze zasoby wody znajduja si¢ w basenach Hamadah i Jufrah, ktore ciagng si¢
od Qargaf Arch i Jabal Sawda do wybrzeza. Projekt MMR ma na celu transport wody na
péinocny pas wybrzeza, aby dostarczy¢ ja dla 5,6 milionéw mieszkancow panstwa oraz do
irygacji. Zapoczatkowane w poznych latach szes¢dziesigtych, wstepne badania wykonalnosci
projektu byty prowadzone w 1974, a prace rozpoczgto dziesie¢ lat pozniej. Projekt, ktory
zgodnie z przewidywaniami ma trwac jeszcze przez 25 lat, zostal zaprojektowany w pieciu
fazach. Kazda z faz jest wyraznie odrgbna, lecz moga one zosta¢ potaczone w celu stworzenia
zintegrowanego systemu.

Podczas modelowania systemu zaopatrzenia w wode pitng tylko dwa zbiorniki (tylko
wschodnia cz¢$¢ projektu) byty brane pod uwage w obliczeniach i zaktadany byt pierwiastek
kwadratowy z faktycznego przeptywu wody. Co wigcej, poczyniono kilka ponizej
wymienionych zatozen dla systemu:

e jedna pompa wody przenoszaca wode ze studni do systemu dostarczania wody,

e dodatkowy posredniczacy zbiornik miedzy zrédtem wody i gtéwnymi wodnymi
zbiornikami,

e stale opdznienia transportu w oparciu o sredni przepltyw wody miedzy
lokalizacjami,

e prostokatny model ksztaltu zbiornika.

W zwigzku z trudno$ciami z uzyskaniem aktualnych wartosci parametrow zbiornikdw,
przyjeto zalozenia dotyczace przeptywdw pomigdzy zbiornikami, w tym warto$ci opoznien,
umozliwiajace przyblizona identyfikacje systemu w celu jego optymalizacji. Ponizej
podajemy przyktadowe trajektorie przeptywu i poziomu wody w zbiornikach dla wartosci

Cl = 052, C2 = 07, C= 045, T = 10h, 0= 4h, 3= 6h (h'gOdZina)

Rys.4. Przyktadowe trajektorie przeptywu i sterowania w okresie 1 tygodnia dla zestawu
parametrow (A)
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Whnioski koncowe

W Rozdziale 1 okreslilismy glowny cel niniejszej rozprawy jako ,,dostarczenie nowych
obliczeniowych metod rozwigzywania pewnej klasy zdyskretyzowanych wielokryterialnych
probleméw  sterowania optymalnego. Cel zostal wypetlniony dzigki nowemu
nier6zniczkowalnemu algorytmowi optymalizacji, bazujacemu na klasycznym schemacie
Neldera-Meada. Tym samym trzy tezy sformulowane w Rozdziale 1 zostaly udowodnione
poprzez przedstawienie matematycznych i obliczeniowych podstaw nowych algorytmow w
Rozdziatach 2-5. W Rozdziale 6 podano szczegdétowy opis nowych algorytmow optymalizacji
dyskretnej oraz hybrydowej (dyskretno-ciaggtej) w oparciu 0 schemat Neldera-Meada, a w
Rozdziale 7 zastosowano je do rozwiazywania wielokryterialnych probleméw sterowania
optymalnego zwigzanych z dostarczaniem wody pitnej w Libii.

Nowe operacje w procedurach typu Neldera-Meada zostaly opisane jako dziatania
algebraiczne, co upraszcza opis algorytmu dzieki mozliwosci jednolitego potraktowania
operacji odbicia, ekspansji, kontrakcji i kurczenia. W obu wersjach algorytmow typu Neldera-
Meada, klasycznej oraz rozszerzonej, kluczowa role odgrywa zbior punktow startowych Eg.

Eksperymenty numeryczne ze zmodyfikowanymi dyskretnymi i hybrydowymi algorytmami
w Rozdziatach 6 i 7 udowodnity ich zalety. PorOwnaliSmy rézne algorytmy typu Neldera-
Meada startujace od tego samego zbioru punktow, lecz przebiegajace jako osobne procesy z
wymiang informacji, oraz procesy oparte na kooperacji zwigzanej ze strukturg kompleksu
symplicjalnego.

Zastosowanie ogolnych idei algorytmu Neldera-Meada w optymalizacji kombinatorycznej
okazalo si¢ mozliwe w sytuacji, gdy funkcja celu wykazuje pewng regularno$é, tzn. istnieje
struktura w zbiorze E, taka ze punkty sgsiednie generowane przez t¢ struktur¢ majg podobne
warto$ci, w przeciwienstwie do dowolnych punktdw zbioru E. Zauwazmy, Ze ta wlasnos¢
moze korespondowac z istnieniem procedur znajdowania lokalnych triangulacji, ktore zostaty
opisane w Podrozdz. 6.3. W przypadku ciaglej funkcji celu analogicznym zatozeniem jest
istnienie statej Lipschitza, zatem racjonalne uzasadnienie uzycia ciaglej i dyskretnej wers;ji
algorytmu typu Neldera-Meada ma t¢ samg og6lna, heurystyczng natureg.

Podsumowujac, podejscie zaprezentowane w niniejszej rozprawie pozwolito rozwigzac
wielokryterialne problemy optymalnego sterowania dla systemow dostarczania wody w
sposob efektywny. Dyskretne i hybrydowe procedury Neldera-Meada okazaty sie
uniwersalnymi narz¢dziami dla globalnych nier6zniczkowalnych probleméw optymalizaciji.
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Omer S. M. Jomabh:
“Global Optimization Methods for Solving Multicriteria Optimal
Control Problems”, AGH University of Science and Technology,

Summary. The main goal of this dissertation has been formulated as to prove that the common
Nelder-Mead algorithm can be generalized using the simplicial complex theory to a global
optimization process that imitates an evolutionary procedure, has strict mathematical properties, and
yields the global minimum. Then we have used the idea derived from the Nelder-Mead algorithm to
define a procedure to solving multicriteria optimization problems and capable of finding all local
Pareto minima. The Chs. 1,2,3,4 have an introductory character. In Ch.3 we have proposed a method
to find the optimal parameters of the nelder-mead algorithm (expansion, contraction, reflexion,
shrinking) using a set of test functions. A survey of multicriteria optimization and multicriteria optimal
control problems has been presented in Ch. 5. In Ch.6 we have proved that multicriteria optimal
control problems governed by linear ordinary differential equations can be solved using a sequential
extension of the global multicriteria Nelder-Mead algorithm, applied to the original optimal control
problem after a discretization of control switching times. We have elaborated new discrete and hybrid
discrete-continuous optimization methods based on the Nelder-Mead scheme, and applied them in
Ch.7 to solving a multicriteria optimal control problem related to water supply in Libya. Final
conclusions are presented in Ch.8.
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